Fizica cuantica partea a doua

4. Aplicatii ale ecuatiei lui Schrodinger

4.1 Groapa de potential cu pereti infiniti (impenetrabili)

Groapa de potential unidimensionald

Groapa de potential are forma din figura 1 si este descrisa de relatia:
0 pentru O<x<2a
4.1)

Ux)=

oo 1n rest

U(x)

v

Fig. 1

Asadar particula se misca liber In interiorul gropii, dar nu poate iesi afard din ea
(cazul electronilor liberi in metale). Solutia ecuatiei Schrodinger va fi scrisa pentru
regiunea din interiorul gropii, deoarece particula nu se poate afla in interiorul gropii, deci
d’¥  2m
+—E¥Y=0 4.2
dx* n’ *2
Notand:
(4.3)

;—TE:kZ

relatia (2) devine:
2
d \f+k2‘P:0 4.4)
dx




si are solutia:

Y= Asin(kx+¢) 4.5)
Constantele k si @ se obtin din conditiile la limita:

Y(0)=0 si ¥(a)=0

deci:
Asin@=0, rezultand ¢=0
si
. ) nw
Asinka=0, de unde se obtine: k =— (4.6)
a
Cunoscand k se obtin imediat valorile energiei particulei pe baza relatiei (3)
n\xz’
E, =n’|— |~ 4.7
" (ij a’ &7

Asadar conditiile standard ale problemei sunt satisfacute doar pentru un sir discret
de valori ale energiei E,. Starea in care particula are cea mai mica valoare se numeste
stare fundamentala, iar toate celelalte stari sunt stari excitate.

Se poate ardta cd aspectul cuantic este pus 1n evidenta atunci cand particula
cuantica se afla Intr-o groapa de dimensiuni cuantice, in cazul in care particula se afla
intr-o groapa de dimensiuni clasice comportarea cuantica nefiind sesizabila. Astfel in
cazul unui electron (m =9,1-10~"' kg) aflat intr-o groapi de litime clasicd (a=1cm),
energia starii n este:

E, =n>-10"eV
iar distanta dintre doud nuvele succesive este:

AE, =(2n+1)-107" [eV] (4.8)
acest interval energetic fiind extrem de mic, ceea ce face sd se considere ca particula se
comporta ca in cazul clasic (spectrul energetic fiind continuu). Daca insa se considera ca
electronul se afld intr-o groapa de dimensiuni cuantice (a=10A°), atunci se obtine:

AE, =(2n+1)-107' [eV] 4.9)
aceasta fiind o diferenta sesizabild, ceea ce Tnseamna ca energia este cuantificata.

Functia de unda asociata particulei data de relatia (5) poate fi complet determinata
utilizand conditia de normare:

j:qf*wx ~1 (4.10)
sau

A ["sin> *% xdx =1 (4.11)
0 a

de unde rezulta

A= 2
a

Incat 1n functiile proprii asociate valorilor proprii ale energiei vor fi

‘P:\/zsinﬂx (4.12)
a a



Daci din punct de vedere clasic o particuld se poate afla cu egald probabilitate in
orice punct al gropii, in cazul cuantic, probabilitdfile de a gasi intr-un punct al gropii este

data de |‘P()c)|2 In figura 2 este reprezentata |‘P()c)|2 pentru dieferite valori ale lui n. Se

vede ca n stare fundamentald probabilitatea de a afla particula 1n apropierea peretelui
este nuld in timp ce in centrul gropii probabilitatea este maxima. Se observa de asemenea
ca odatd cu cresterea numarului cuantic » maximele curbei se apropie, astfel incat la
valori foarte mari ale lui n se obtine o repartitie a maximelor ce corespunde starii
macroscopice (probabilitatea de a gasi particula pe nivelul energetic fiind practic aceeasi
pentru orice pozitie).

n=3

n=2

]

Fig. 2

Starea energetica cu (n = 1) arata ca probabilitatea de a gasi particula in vecinatatea
mijlocului gropii este maxima, iar probabilitatea de a gasi langa pereti este nula. Acest
rezultat difera de cel obtinut pentru o particula macroscopica. O asemenea particula o
putem gasi cu egala probabilitate in orice loc al gropii, incat pentru particula
macroscopica curba densitatii de probabilitate va fi paralele cu axa ox.

Figura 3 arata ca prin marirea energiei particulei (cresterea numarului cuantic n )

?,
foarte mari ale numarului cuantic n se obtine o repartitie ce corespunde particulei
macroscopice. Aici, ca si in toate cazurile, principiul de corespondenta este satisfacut
(cand n — =), rezultatele mecanicii sunt aceleasi ca si in mecanica clasica.

Considerarea sistemului cuantic cel mai simplu (particula in groapa de potential
cu pereti infiniti) conduce la urmatoarele concluzii, care au un caracter general :

1) energia microparticulei care se misca intr-o groapa de potential, poate sa ia
numai o serie discreta de valori;

2) chiar pentru starea normala (E = E,) particula nu se gasete in stare de repaus

2 . . . .
se stabilesc tot mai aproape unele de altele, incat pentru valori

maximele curbei

total (energie cinetica nenula);
3) caracterul discret al energiei nivelelor este mai evident pentru corpuri cu mase
mici si pentru dimensiuni mici ale domeniului in care are loc miscarea;



4) pentru valori foarte mari ale numarului cuantic n relatiile din mecanica
cuantica, trec in relatiile fizicii clasice (cazul particular al principiului de corespondenta).

4.2. Groapa de potential tridimensionala. Degenerarea

Consideram cazul unei particule este inchise intr-o groapa de potential de forma
unei cutii paralelipipedice de dimensiunile a, b, ¢ in care potentialul are forma :

O<x<a
U(x,y,2)=10pentrus0< y<b
O<z<c

oo pentru restul domeniului

Ecuatia Schrodinger atemporala, scrisa pentru interiorul cutiei, unde energia potentiala
este nula are forma :

9’ . ’p 9’ . 2mE
+
ox? ay azz h?

9=0 (4.13)

Conditiile la limita, sunt :
limp=0; lime=0; limp=0;
x—0 y—0 z—0

(4.14)
x—0 y—b 7=>c¢

deoarece probabilitatea ca particula sa se afle pe peretii incintei este nula.

Folosim metoda separarii variabilelor in ecuatia si scriem functia de unda sub forma:

(D(X, y’ Z) = (DI(X) (02()’) ¢31(Z)

Din ecuatia (13) se obtine:

8401 ’p, 8%

¢2¢3 a 2 ¢1¢3 a 2 +¢1¢2 a 2 h E¢l¢2¢3 (415)



Sau

?,

unde

1 o’ 1 %9, 1 ¢,  2mE _ 2m

+_.—+_.—:
> @, I @ 97 /

E=FE+ E,+E,
Se obtin ecuatiile:

2
c1?+2m

a0

d’ 2m
B i e

2

d°g, 2m
AR

Notam

2mE
ki = hzl ; k;

2mE,
= hz N

Solutiile ecuatiilor anterioare, devin :

@,(x)=Asink x+ Bcoskx ;
@,(x)=Csink,y+ Dcosk,y ;
@,(x)=Esink,z+ F cosk,z ;

Dar

¢,(0) =0 implica B=0 SI
¢,(0)=0 implica D=0 SI
¢,(0) =0 implica E=0 si

Punand celelalte conditii la limita

hz (E+1 EZ +E3)

O<x<a
O<y<b
O<z<c

@, Asin k x
P,Csink,y
¢, Esink,z

(4.16)



¢, (a)=Asmk,x=0 = k.a =n,r; n =123..
¢,(b)=Csink,b=0 = k,b=n,r; n,=123.. (4.17)
@,(c)= Esink,ce=0 = kic =n.T; n, =1,2,3...

Conform notatiilor (4.16) si folosind relatiile (4.17) se obtine

n onlx’ n nix’ h onin?
E=— -1 E, =—- 22 sio E,=— 23 4.18
" om &t > om b T om P ( )
iar energia totala, conform relatiilor (4.15) si (4.18) este
°n(nl nl n
_ R B R B 4.19
nnyng 2m a2 b2 C2 ( )
cun,n,,n, =123, ...
0,(x) = Asin 17 x
a
P,(y) = Asin 2 y
0.(2) = Asin 27 ;
c
incat
0 =000, = ACE sin(ﬂ xj sin(nzﬂ yj sin(ﬂ zj (4.20)
a c

Din conditia de normare

j |(0|2dxdydz =1

se obtine valoarea constantei ACE

a b c
|42 sinz(ijdx.[ c? sinz(ﬂ yjdyj E? sinz[szdz -1
0 a 0 b 0 ¢

Sau prin integrare
ACE = /i
abc

Forma functiilor de unda ortonormate, sunt



P, (X, ¥, 2) = 1/i Sin(M xj sin(nzﬁ yj sin(M zj (4.21)
ne abc a b ¢

Concluzii :

a) Se observa ca cea mai mica valoare a energiei nu poate fi nula
(n, n,n,...#£0).

b) Daca raportul lungimilor a cel putin doua laturi este un numar rational, toate
nivelele energetice sunt nedegenerate.

¢) Daca a =b = c apare degenerarea, adica unei valori proprii a energiei i1
corespund mai multe functii proprii.

In cazul degenerarii, valorile proprii si functiile proprii sunt :

o 2 2 3
——-?(n1+n2+n3)

N 2
22 | mr . (o . (nT

Py, = 372 S X |simn y|sm <
R a a b c

Degenerarea se poate urmari usor pe tabelul 11

mn n3 | Ennyng ® nn n3
E =ﬁﬂ-—2 —2\/§sin7z-xsin7z-ysinﬂ
I 11 " om a? Pun \/; a a a
o _Zﬁsmﬁxsmﬁystﬂ'Z

2 2 12 = 3
112 E112:E121:E2H:6;l_,”_2 Joo© a  a  a
121 ", _22 . wx 2wy . 72
2 11 oy a a a
o —2\/§sin2ﬂ.xsinﬂ.ysinE
211 \/; a a a




2 2 1 oz W2 . xx . my . 27z
E, =E =FE,=9— —] = ——sin ——sin —=sin
2 1 2 211 212 122 2m a2 ¢112 \/a_3 a a a
1 2 2 Dy = eene
1

Nivelul energetic cel mai de jos (E111) nu este degenerat, el corespunde unei
singure functii de unda (¢,,,) . Nivelele urmatoare au gradul de degenerare trei ;
caci fiecarui nivel ii corespunde trei functii de unda diferite.

Pentru valori mari ale numerelor n,n,,n,, diferenta energetica dintre doua nivele

vecine devine foarte mica, fata de valorile energiei acestor nivele, caci

5. Bariera de potential

5.1 Bariera de potential de lungime finita (Treapta de potential)

In cazul general, prin barierd de potential, se intelege un domeniu de separatie
existent intre alte doud domenii, cAmpul de forte ce actioneaza asupra unei particule
cuantice fiind definit in domenii diferite.

In cazul in care particula cuantica se deplaseaza intr-un domeniu al carui potential
variaza dupa legea:

0  pentru x<0
Ux)= (5.1
Uy pentru x>0

Avem de-a face cu o treapta de potential. Atat din punct de vedere clasic cat si cuantic se
pot considera doua situatii daca se tine seama de marimea energiei totale a particulei (E)
in raport cu marimea energiei barierei (Up). Asrfel daca E> Uy, in cazul clasic, particula
va patrunde in mediul al doilea, micsorandu-si viteza deoarece o parte din energia sa este
transformata in energie potentiald a campului de forte pe care il intalneste. Tot in cazul
clasic, o particula ce intalneste o bariera a cdrei energie potentiala depaseste energia
particulei nu va patrunde in interiorul barierei, Intrucat acest lucru ar presupune ca
particula sa aibe o energie cineticd negativa, ceea ce nu este posibil.

Analiza unei particule ce se comporta cuantic in celed doua situatii de mai sus
duce la cu totul alte rezultate. De aceea vom analiza cele doua situatii:

a) Cazul E> U,.
Se scrie ecuatia Schrodinger pentru cele doud regiuni. Vom avea:

d*¥, 2mE
dle +h—2\PI =0 (5.2)




d’¥, 2m

e +h—2(E—U0)‘P2 =0 (x>0) (5.3)
Notand
2mE . 2m
klz :h—2 S1 k2 :h—z(E—UO) (54)

ecuatiile (5.2) si (5.3) devin

d’y,

+k’W, =0 (5.5)
dx,
d’¥
xzz +k,°W, =0 (5.6)

Solutiile acestor ecuatii sunt:

W, = A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,x) (5.7)
Y, = A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,x) (5.8)

unde k; si k, sunt numerele de und asociate particulelor in cele doua regiuni. in relatia
(5.7) termenul A, exp(ik,x) reprezintd unda de Broglie incidenta de amplitudine A, iar
B, exp(—ik,x) este unda de Broglie reflectata de barierd. Termenul A, exp(ik,x) din (5.8)
reprezintd unda de Broglie care se deplaseaza in directia x-ilor pozitivi. Termenul

B, exp(—ik,x) nu are semnificatie fizica, deoareca el este de forma unei unde reflectate,
care 1nsd nupoate exista Intrucat in regiunea II nu mai exista discontinuitate de potential.

Deci in mediul II functia asociatd undei are forma:

Y, = A, exp(ik,x) (5.9

In continuare vom scrie conditiile la granitd (x=0) pentru functie si prima derivata.

A U (x) A U (x)
A
l % U E U
% ) R ) R
SIS S SIS SS, > >
X X

Fig. 1 Fig. 2



Y(x=0)=Y,(x=0)

[ j =l [ j =l
dx x=0 dx x=0
] .

A +B = A,
ik, A, —ik,B, = ik,A,

(5.10)

(5.11)

(5.12)
(5.13)

Din sistemul format din ecuatiile (5.12) si (5.13) rezulta:

2
=2k y (5.14)
k, +k,
si
B =Kk 4 (5.15)
k, +k,

astfel Tncat functiile de unda se scriu acum:

1 2

P = A, exp(ik,x)+ (i ! ;i 2 JAI exp(—ik,x) (5.16)

2k
Y, = L— A, exp(ik, x) (5.17)
2 K +k, 1 EXpUK,
Diferenta dintre cazul cuantic si cel clasic este evidenta, n cazul clasic existand si
o unda reflectata in regiunea I (B, # 0) desi energia particulei este superioara celei a

barierei de potential. Faptul acesta se datoreazd comportdrii ondulatorii a particulei
cuantice. Calculam in continuare reflectanta (R) si transmitanta (7) ale barierei de
potential.

Reflectanta reprezinta probabilitatea ca particula sa fie reflectata la frontiera
dintre cele douda domenii, fiind datd de raportul dintre densitatea fluxului de particule
reflectate J, si densitatea fluxului de particule incidente J;. Transmitanta 7 reprezintd
probabilitatea ca particulele s treaca in mediul II si este egala cu raportul dintre
densitatea fluxului de particule transmise si densitatea fluxului de particule incidente.
Deci:

R=1- (5.18)
7
T="4 (5.19)
7
unde densitatile sunt date de relatii de forma:
7= (pyy _yvy) (5.20)
2m

In cazul paticulei libere (particula incidentd) vom avea:

10



Y=Yy exp[—%(Et - px)} (5.21)

R exp[—%(Et - px)} (5.22)
Prin introducerea relatiilor (21) si (22) in (20) se obtine:
J=Lyy (5.23)
m
unde
Yy = ||’ (5.24)

Tinand seama de relatiile (5.23) si (5.24) se obtin usor expresiile densitatilor fluxurilor de
particule:

A’ (5.25)

J =Ly P = ‘/2—E|BI|2 (5.26)
2m m

‘7[ :Zﬁ_i|lP0i|2 = 2_E
m m

- D 2 2(E-U 2
Jt - P ‘lPOt‘ ( 0) ‘Az‘ (5.27)
2m m
Utilizand relatiile (5.25)+(5.27)obtinem expresiile reflectantei si transmitantei:
J| B2 Y
R=_B _[k=hk (5.28)
‘Jl.‘ AY \k +k,
“U Al _ 2
podes [EZU AL JEZU, 4k (5.29)
J, E A E  (k+k,)

Inlocuind constantele k; si k, in expresiile (5.28) si (5. 29) se obtine:

2
_ [E-U,
R E

_ - (5.30)
E-U,
1+
E
si
7o WEE-Uy) (5.31)

WE+VE=U,f

Calculele arata ca pentru cazul E>Uj probabilitatea reflexiei este mica, crescand
rapid cu sciderea Iui E, astfel incat pentru E=Uj probabilitaea reflexiei este 100%. in
experiente efectuate cu electroni nu se observa o astfel de reflexie pentru motivul cd la
frontiera potentialul nu variaza brusc ci pe o regiune de dimensiuni “macroscopice”.

11



b) Cazul E<Uj

In cele doui regiuni ecuatia Schrodinger se scrie:
d*¥, 2mE
—dle +—h2 ¥, =0, x<0 (5.32)
si
W, 2m(E-
d 2 m( : U,) p
dx h
Facand notatiile:

L _N2mE J2mU, - E)
=

,=0, x>0 (5.33)

iky="—"7"—",
o n
solutiile vor fi:
Y, (x) = A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,x) (5.34)
Y, (x) = A, exp(ik,x) + B, exp(—k,x) (5.35)

In relatia (35) se vede ca pentru cazul cand x—oo, finctia este marginitd doar daca A,=0.
Deci

Y, (x) = B, exp(—k,x) (5.36)
Conditiile de continuitate la frontiera se scriu pe baza relatiilor (10), (11)
A +B =8B, (5.37)
ik, (A, — B,)) =—k,B, 5.38)

Din relatiile (37) si (38) rezulta
A =& 1+iﬁ (5.39)
2 k,
B, =i l—iﬁ (5.40)
2 k,

Reflectanta barierei va fi

2
2 ) B, (1+ik2J(1—ik2J
_U Bl k k) (5.41)

4
T ey ey
4 k, k,

iar transmitanta:

r

1=0. (5.42)

Probabilitatea ca particula sa patrunda in regiunea x>0 este
Pr=|W, (x)|’ (5.43)

¥ (x) = B, exp(—k,x) = B, explz— —“zm([;“_E) x} (5.44)

unde:

12



Deci:

Pu=B,’ eXp[—%\/ 2mU, - E) -x} (5.45)

Se observa ca desi reflectanta este nuld, particulele patrund pe o distantd mica in
domeniul II, dupa care are loc o reflexie totald si se intorc In mediul L.

In figura 3 este ilustrata shematic evolutia particulei pentru cele dou cazuri
discutate mai sus.

>
>
>

<
<
C

N

AN

AN ﬁ

E<Up /\ /

v

i
o
s

Fig. 3

Se observa ca in cazul cand E>Uj, amplitudinea undei este mai mare in regiunea
in care viteza particulei este mai mica.

5.2 Patrunderea unei particule printr-o bariera de potential (Efectul tunel)

Consideram o bariera de potential de Tndlfime Uy si de 1atime / si o particula cu
energia E care se migca in regiunea I spre bariera (fig. 4).

13



A
U(x)
II

IT III

Fig. 4

Potrivit legilor mecanicii clasice comportarea particulei este urmatoarea:
a) dacd E>U), particula trece peste bariera, in regiunea barierei avand o viteza mai mica

decat 1n rest.

b) Dacad E<Uj particula va fi reflectatde bariera, fara a trece prin aceasta.
Comportarea particulei in cazul cuantic se poate stabili prin determinarea
functiilor de unda asociate acesteia, functii cu ajutorul carora se poate determina

transmitanta barierei T.
Analizam situatia in care E<Uj.

Ecuatia Schrédinger in cele trei regiuni se scrie:

d’¥, 2mE
+—

o T Bl

pentru regiunile I si III si:

d’¥, L 2m(E=Uy)

d’ .
pentru regiunea II.
Vom nota:
» 2mE . 2mU, - E)
k™~ = 2 slkzzzh—g.

Scriem solutiile ecuatiilor (46) si (47)
W, = A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,x)
Y, = A, exp(k,x) + B, exp(—k,x)

(5.47)

(5. 48)
(5. 49)
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Y, = A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,x) 5.50)

Deoarece 1n regiunea III, nu exista vreo discontinuitate de potential, nu exista

unda reflectata astfel incat punem B3=0.

Conditiile de continuitate a functiilor si primelor derivate la granita sunt

()= (7).,
(), = ().
).
(&)%),

sau:
A +B =A,+B,
A, exp(k,l)+ B, exp(—k,l) = A, exp(ik,l)
ik, A, —ik B, = k,A, —k,B,
k,A, exp(k,l)—k,B, exp(=k,l) = ik, A, exp(ik,l)

Impirtim ecuatiile prin A, si introducem notatiile:

A
bI:—l,azz—,QB:f,n:k—: Z
1 1

Ecuatiile (55)+(58) se scriu acum astfel:

1+b,=a, +b,
a, exp(k,l)+ b, exp(—k,l) = a, exp(ik )
i—ib, =na, —nb,

na, exp(k,l) — nb, exp(—k,l) = ia, exp(ik,l)
Calculam transmitanta barierei data de:

[4,

|2
= 2
4

k, [U,-E

(5.51)
(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
(5.56)
(5.57)
(5.58)

(5.59)
(5. 60)
(5.61)
(5.62)

(5.63)

care determind probabilitatea ca particula si patrunda prin barierd. Inmultim ecuatia

(5.59) cu i, 0 adunam cu relatia (5.61) si obtinem:
2i=(n+i)a, —(n—i)b,

inmul!;im ecuatia (5.60) cui sio scadem din (5.62):

(5.64)

15



(n—1)exp(k,l)a, —(n+i)exp(=k,l)b, =0 (5.65)
Din sistemul format cu ecuatiile (5.64) si (5.65) obtinem:

2i(n+i)exp(—kzl)
= 5.66
= s ekl (=i explia]) (5:06)
2i(n - i)exp(kzl)
b, = 5.67
> =l iV explmkl)— (n— 1) explid) 607

Introducand valotile lui a; si b, in relatia (5.60), obtinem expresia lui as:

a, = dni (5.68)

(n+i) exp(—kyl)—(n—i) explk,l)

Remarcam faptul cd, marimea:

. J2mU, —E) l

: h

este mult mai mare decat unitatea, ceea ce face ca termenul ce contine exp(—k,/) de la

numitor sd poata fi neglijat, tindnd seama si de faptul ca numerele complexe (n+i) si (n-i)

au aceeasi marime. Noi putem presupune astfel ca:

__4niexp(=ik,l)

37 2

exp(—k,/) (5.69)

(n—1)

unde n—i=+n’+1.

Transmitanta datd de relatia (63) se va scrie acum:

2 16n*
T =|a,| =———exp(=2k,l (5.70)
| 3| (nz +1)2 p( 2 )
unde
o oUomE Uy,
E E
2
Expresia W este de ordinul de marime al unitatii (ea are un maxim egal cu 4
n-+
pentru n=1).

Se poate considera cu buna aproximatie ca:
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T = exp(—2k,l) = exp[—% 2mU , - E)l} (5.71)

Din expresia (5.71) se vede ca probabilitatea ca o particula sa stra bata o bariera de
potential depinde de latimea barierei /, de masa particulei si de diferenta Uy-E. Astfel
transmitanta scade extrem de rapid cu cresterea masei particulei si a diferentei Uy-E, dar
mai ales cu cresterea latimii / a barierei.

Relatia (5. 71) se mai scrie:

T=T, exp[—%,/Zm(Uo—E)-l} (5.72)

unde 7 este o constanta.
Analizand comportarea unei particule cuantice (m =107*kg) care trebuie sa
treacd printr-o bariera de latime macroscopica (/~1cm) se ajunge la o valoare a lui T de

~10", ceea ce inseamni ci la scard macroscopici probabilitatea de trecere prin efect
tunel este foarte mica.

In cazul studierii comportarii unei particule cuantice cu E>Uj se ajunge la
existenta unei reflexii, lucru ce nu se produce in cazul clasic.

Pentru cazul unei bariere de potential de o forma oarecare (fig. 5), calculele
conduc la o expresie a transmitantei de forma:

T =T, exp[—% ["Vam@ - E)dx} (5.73)

unde: U=U(x).

' Ux)

v

X1 X2 X
Fig.5
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Fenomenul in urma céruia o particula cuanticd poate trece printr-o barierd de
potential este cunoscut ca efect tunel. Asa cum s-a vazut acest efect este un fenomen
specific mecanicii cuantice, neavand un analog clasic.

La prima vedere s-ar parea ca trecerea particulei in regiunea E<Uj constituie o
incdlcare a legii conservatii energiei. Acest lucru nu este insd adevarat daca se tine seama
de faptul ca In mecanica cuantica energia nu poate fi impatita in energie cinetica si

A R . . o1 h . . ) .
potentiala, Intrucat relatia de incertitudine (Ap, - Ax = 5) ne arata ca impulsul si pozitia

particulei cuantice nu pot fi masurate simultan foarte precis, ceea ce implica
imposibilitatea cunoasterii simultane a energiei cinetice §i a energiei potentiale. Putem
spune ca la baza efecctului tunel se afla comportarea ondulatorie a microparticuleleor.

Efectul tunel a fost descoperit de Gamov, Condon si Gurney in anul 1928. Pe baza
lui pot fi explicate o serie de fenomene ca de exemplu emisia la rece a electronilor din
metale, dezintegrarea o, comportarea purtatorilor de sarcind intr-o jonctiune
semiconductoare.

In continuare vom incerca si aplicim teoria strapungerii barierei de potential in
cazul unei situatii fizice reale.

5.3 Aplicatii ele efectului tunel

Dezintegrarea alfa

Dezintegrarea alfa consta in expulzarea spontana de cdtre nucleele grele (A>200)
a unor particule cu sarcina pozitiva egald cu 2e si avand masa nucleului de heliu
(m=6,64-10""kg), numite particule . Energia tipicd a unei particule o, emise de un
nucleu se gaseste in intervalul 4+-10MeV.

Atata timp cat particula o se afla in interiorul nucleului, asupra ei actioneaza forte
nucleare tari. Aceste forte au o raza de actiune micad, actiunea lor nefiind simtita in afara
nucleului. in exteriorul suprafetei nucleului forta dominanta este forta de respingere
dintre nucleul rezultat in urma dezintegrarii si particula o.

In figura 6 se reprezinti schematic energia potentiala in care se afla particula o in
apropierea nucleului. Asa cum se vede 1in interiorul nucleului fortele sunt puternic
atractive, iar in afara nucleului, la distante mai mari decat R potentialul este de tip
coulombian. Remarcam faptul ca forma exacta a potentialului nu este cunoscuta.
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Fig. 6

In procesul dezintegririi a-radioactive se disting doud etape, in prima etapa are
loc formarea particulei o in nucleu (intr-un timp foarte scurt), iar in cea de-a doua etapa,
care are loc intr-un timp mult mai lung, se produce emisia particulelor. In a doua etapa
particulele o traverseazd bariera de potential prin efect tunel, bariera prezentand o

transparenta:
[ [2m 2e-Ze _ play (5.73)
R 4re,r

T = exp(—%}

unde R, este dat de intersectia dreptei ce reprezintd energia particulei cu curba ce descrie
potentialul din exteriorul nucleului:
B 27e*
¢ 4re,E,

unde E. este enrgia cineticd a particulei.

Energie cinetica a particulei in interiorul nucleului este mult mai mare decat in
afara acestuia, deoarece la parasirea nucleului de cétre particuld are loc o conservare a
impulsului, nucleul preluand o parte a enegiei particulei, astfel incat In afara nucleului
particula are energia:

(5.74)

_ =2%(Z-2)
E= er—zdr (5.75)
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6. Oscilatorul cuantic liniar armonic

In mecanica cuantica oscilatorul liniar armonic prezinti o deosebita importanta,
daca se tine seama ca vibratiile atomilor in moleculele biatomice, miscarea ionilor n
cristale ionice si atomice ca i migcdrile altor particule cuantice pot fi tratate ca miscari
oscilatorii liniar armonice. Un oscilator cuantic poate fi asimilat cu o particuld cuantica,
care efectueazd mici oscilatii Tn jurul unei pozitii de echilibru. Este cunoscut faptul ca in
mecanica clasicd o migcare oscilatorie se caracterizeaza prin actiunea unei forte elastice
asupra corpului care efectueaza oscilatia. Forta are forma:

F =—kx (6.1)
unde & reprezinta constanta de elesticitate a resortului. Energia potentiala a oscilatorului
se obtine prin integrarea relatiei (6.2):
kx2
U=—|Fdx=——- 6.3
[ : (6.3)

: o y . koo 4 :
Este cunoscut faptul ci pulsatia oscilatiei este dati de relatia @® = — , incit energia
m

potentiala a oscilatorului clasic se mai scrie:
2.2
mw-x
U=—— (6.4)
2
Expresia (6.4) reprezintad operatorul asociat energiei potentiale a oscilatorului cuantic
armonic unidimensional.
Determinarea valorilor proprii ale energiei si a functiilor proprii ale oscilatorului
cuantic se face pornind de la foarma atemporald a ecuatiei Schrodinger:
nd*’Y mo’x’
—_ > +
2m dx 2

¥ =FE¥ 6.5)
. . 2 .
Inmultind relatia (6.5) cu Py se obtine:
@

hd¥Y, mw ,, 2E,
> x'WY=
mao dx /] hao

In relatia de mai sus am notat cu E, energia oscilatorului aflat in starea n, iar cu ¥,
functia oscilatorului Tn aceeasi stare. Se efectueaza urmatoarele schimbari de variabile:

y_[MJl/zx ioes
h " ho

si relatia (6) va deveni:

(d—— ZJ‘Pn@):—zen‘Pn(y) (6.7)

(6.6)

Vom aplica apoi succesiv functiei ¥, operatorii [di — yj si [di + yj :
y y

d d d* )
(ol oY
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Comparand relatiile (7) si (8) se ajunge imediat la:

d d
[d—y + yj[d—y - yJ‘Pn =(-2¢, -1)¥, (6.9)

. . . d
Prin aplicarea operatorului e y | vom avea:
Y

d d d d
I T L o

Daca se analizeaza relatia (6.10) se observa ca sunt posibile doua situatii:
d
a)| —-y|¥, =0 (6.11)
dy
ceea ce conduce la o valoare a lui ¥, (obtinuta in urma integrarii) care tinde spre infinit
pentru y — oo.

b) [i - yj‘l'n -, (6.12)
dy

. Al e [ d . 9 9 .
aceasta Tnsemnand ca aplicarea operatorului [d_ — vy |, functiei W, creaza o noua functie
y

care s-a notat cu ¥,,; din motive ce vor fi explicate ultarior. Introducand relatia (6.12) in
(6.10) se obtine:

4Ly, =(-2e, -1, (6.13)
dy dy

Daca vom aplica cei doi operatori in ordine inversa vom obtine:

2
i—y i+y Y = d—z—y2+l ¥ (6.14)
dy dy dy
Tinand seama de (6.7) rezulta
i—y i+y ¥ =(-2¢ +1)¥, (6.15)
dy dy

Aplicand relatiei (6.14) operatorul [di-l_ yj
y

vom obtine:
i+y i—y i+y ¥ =(-2¢, +1) i+y v
dy dy dy dy
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Scriind relatia (6.15) pentru functia W, se obtine:

Ly, =(-2e,, + 1), (6.16)
dy dy

Comparand relatiile (6.13) si (6.16) rezulta:
£, =€, +1 (6.17)

Daca se aplica relatiei (11) operatorul [di — yj se constata ca sunt de asemenea posibile
y

doua situatii:

a) [i+ yj‘l’n =0 (6.18)
dy

aceasta relatie conducand la o functie marginita.

b) [i+ yj‘l’n =¥ , (6.19)
dy

. U . [ d . g :
ceea ce inseamna ca prin aplicare operatorului [d_ + y | se obtine o noua functie.
y

Prin introducerea relatiei (6.17) in (11) rezulta

[i - ijn_l =(-2¢, +1), (6.20)
dy

Aplicam relatiei (18) operatorul [di + yj
Yy

i -y i + Yy \Pn—l = (_ 2’gn+1 + 1)an—l (6 19)
dy dy
relatia (6.9) scrisa pentru functia W,,.; are forma:
i -y i + y \Ijn—l = (_ 2811—1 - 1)\Ijn—l (620)
dy dy

Comparand relatiile (6.19) si (6.20) obtinem:
e =€ _,+1 (6.21)

Din relatiile (6.15) si (6.21) se trage concluzia ca daca se cunoaste W, careia 1ii
corespunde valoarea proprie €,, atunci se pot determina valorile €,.; $i €, ale starilor
W1 sirespectiv W,..
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Tinand seama de modurile in care o functie este transformata in alte functii

oA . [ d [ d . y .
utilizdnd operatorii e y |si - + y | acestia poarta numele de operator de creere si
y y
respectiv operator de anihilare.
Aplicand operatorul de anihilare starii energetice celei mai scazute a oscilatorului
(starea fundamentald) se obtine:

[i + yJ‘I’O =0 (6.22)
dy

deoarece nici o alta stare cu energie mai mica nu exista. Daca se scrie acum relatia (6.10)
pentru functia Wy rezulta:

i—y i+y ¥, =(-2¢, +1)¥, (23)
dy dy
Comparand relatiile (6.22) si (6.23) vom avea:
-2e0+1=0
1
sau: £ = (6.24)
Pe baza relatiilor (6.15), (6.21) si (6.24) se poate scrie succesiv:
£ = 1+l
2

1
E =n+— 6.25
" > (6.25)
Tinand seama de substitufia €, = f” si de relatia (6.25) se obtine:
w
E = [n + %}hw (6.26)
unde: n=0,1,2...

si se numeste numar cuantic de vibratie . Asa cum se vede enrgia starii fundamentale a
oscilatorului este diferitd de zero, iar spectrul energetic al oscilatorului este cuantificat,
nivelele energetice fiind echidistante, separate intre ele prin cuanta de enegie /¢ .
Trecerea oscilatorului de pe un nivel pe altul se face prin absorbtie sau cedare de energie.

d .. . .
Operatorul de creere [d_ — yj corespunde absorbtiei unei cuante %« , iar operatorul de
y

anihilare [i + yj corespunde meisiei unei cuante de energie.
dy
Cum 1n cadrul diferitelor fenomene fizice exista interactii intre diferite forme de
energie si diferite clase de particule, operatorii de creere si anihilare vor corespunde
acestor interactii. Astfel in cazul interactiei dintre o unda electromagnetica si materie,
cuanta de energie corespunzatoare operatorilor de creere sau anihilare poartd numele de
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foton. Excitarea sau dezexcitarea unui set de oscilatori ai unei retele (vibratii ale retelei)
se realizeaza prin intermediul unei cuante de energie numita fonon, iar in cazul excitarii
sau dezexcitarii modurilor normale in cazul unui corp magnetizat, operatorilor de creere
si anihilare le corespunde cuanta numitd magnon.

In ceea ce priveste energia starii fundamentale este de remarcat faptul ca aceasta
a fost confirmata prin experiente in care s-a studiat imprastierea undelor
electromagnetice pe cristale la temperaturi scdzute. S-a stabilt cd intensitatea radiatiei
imprastiate nu tinde spre zero odatd cu scdderea temperaturii spre OK. Aceasta arata ca la
zero absolut oscilatiile Tn reteaua unui cristal nu inceteaza. Mecanica cuanticd permite sa
se calculeze probabilitatea diferitelor tranzitii ale unui sistem cuantic de la o stare la alta.
Calculele arata ca pentru un oscilator armonic sunt posibile doar tranziii intre nivele
adiacente. In astfel de tranzitii numarul cuantic n se schimba cu o unitate

An==1

Conditiile impuse asupra schimbarii unui numdr cuantic sunt cunoscute ca reguli
de selectie.

< < L . . 1
Remarcam de asemenea ca energia stdrii de zero a oscilatorului | E, = Eha) este

o0 necesitate impusa de relatiile de incertitudine. Astfel daca energia ar deveni nula,
oscilatorul ar avea impulsul nul si in acelasi timp ar avea pozitia bine precizata (avand
energa potentiald nuld). Incertitudinea in ceea ce priveste determinarea simultana a
pozitiei si a impulsului implicd E¢=0.

Functiile proprii ale oscilatorului pot fi obtinute pronind de la functia W, care la
randul ei se obtine prin integrarea relatiei (6.22). Integrand (6.22) in urma separarii
variabilelor se obtine:

2
P, = exp(— %J (6.27)
Pornind de la (27) putem deduce urmatoarele functii proprii:
d y2 y2
g =|——y|exp| —— |=—2yexp| —— 6.28
() (dy yJ xr{ 2} yxr{ 5 (6.28)
d 2 y ’
W, () =| Sy ¥, () =4y —2)exp| - (6.29)
dy 2
Factorii din paranteza reprezintd polinoamele Hermite definite de relatia:
) d"lexpl- y*
H,(y)=(-1) exp(yz)w (6.30)
In acest fel se observi ci functiile de unda pot fi scrise sub forma:
2
Y, (y) =4, exp(— %JH 2 () (6.31)

unde constanta A, se determind din conditia de normare:
j YW gy =1 (6.32)

In urma calculelor se obtine
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1 1/2
A = jmae (6.33)
2"n!'\ 7h

Forma functiilor de unda normate asociate oscilatorului liniar armonic
va fi:

2m\ 7 2 dy”

mo 1/2
=) -
Functiile de unda sunt ortogonale si normate satisficind conditia
@, ¥dv=5,

in figura 9 sunt date graficele catorva functii proprii pentru numerele cuantice n=1,2,3.

‘Pn=[1 ’”—“’j exp[—y j(—l)exp(y%m (6.34)

unde:

»

A

v
¥

k)

v

Fig. 9

Observam din figura 9 ca 1n timp ce functia ¥y nu se anuleaza niciodata, functiile
W, si ¥, se anuleaza o data si respectiv de doua ori, punctele in care se anuleaza functia
sunt numite moduri de functie de unda. Numarul de moduri este dat de numarul cuantic
n.

Analizand probabilitdtile de a gasi particula ce oscileaza in anumite puncte din
spatiu pe un anumit nivel energetic se observd imediat deosebirea existenta Intre
oscilatorul clasic si cel cuantic. In figura 10 sunt reprezentate densitatile de probabilitate
ale celor doi oscilatori, oscilatorul cuantic fiind considerat 1n starea fundamentala n=0.
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Fig. 10

Densitatile de probabilitate ale oscilatorilor clasic si cuantic (starea n=0).

Din punctul de vedere al mecanicii clasice oscilatorul se gaseste cu cea mai mare
probabilitate in punctele de amplitudine maxima, unde viteza particulei este nula. In cazul
oscilatorlui cuantic acesta se poate gadsi cu cea mai mare probabilitate in punctul x=0, dar

el se poate afla si in afara punctelor (£ a ) ceea ce ste imposibil din punct de vedere
clasic.

7. Miscarea in camp central de forte a unei particule cuantice
nerelativiste

7.1 Teoria cuantica a momentului cinetic orbital

7.1.1. Operatorii asociati proiectiei pe axa z a momentului cinetic orbital (L) si
patratului momentului cinetic orbital (L%

Momentul cinetic al unui punct material clasic se defineste prin relatia vectoriala:

L=Fxp (7.1
unde 7 reprezinta vectorul de pozitie al punctului in raport cu o axa, iar p este impulsul
punctului material.

Componentele pe axele x, y si z ale momentului cinetic sunt:

L =yp, —2zp,
L,=zp, —xp. (7.2)
L =xp,—yp,

Tinand seama de relatia generald de formare a operatorilor Tn mecanica cuantica
si utilizdnd operatorii asociati coordonatelor si impulsurilor asociate acestora, obtinem
urmatoarele expresii pentru operatorii asociafi proiectiilor pe axe ale momentului cinetic:

dz dy
A 0 0
L =itz L —x2 7.3
! l[zax xazJ 73)
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- 0 0
L =it x 2 -y 2
= (xay yaxj

Operatorul patratului momentului cinetic este:

P=L’+L’+L’ (7.4)

Vom deduce 1n continuare expresia operatorului ﬁz (asociat directiei unui camp
magnetic) in coordonate sferice. Pentru aceasta se utilizeaza relatiile de transformare:

x=rsin@cos@

y =rsin@sin @ (7.5)

z=rcoséf

Consideram o particuld cuantica descrisa de functia de unde . Derivata functiei

Y 1n raport cu coordonata @ va fi:

¥ _d¥ ox J¥ dy J¥ dz (7.6)
op Jdx d@ dy Jd@ 0z J@

Utilizand (7.5) rezulta

OF o OF (1.7)

Observand expresiile (7.3) si (7.7), rezulta ca:

o . 0
L =-ih— (7.8)
99
Aceastd expresie reprezintd operatorul L, in coordonate sferice.
. - 2 A . o .
Pentru a calcula expresia operatorului L in coordonate sferice, procedam ca mai

sus pentru calculul lui I:X si ﬁy . Se va obtine:

L = —ih[sin (oaa—e +ctgfcos (o%j (7.9)
L =—in cosgpi—cr osin -2 (7.10)
a9 75, |
Introducem relatiile (4.8), (4.9) si (4.10) 1n relatia (4.4) si rezulta;
A 1 0 0 1 9’
L’ =-h’ —|sin— |[+——— 7.11
Lmeae(sm ae} sinzeagoz} (7.11)
Se noteaza cu A expreisa
1 d 0 1 9’
= —|sinf— [+ 7.12
smeae[sm aej sin2 6 09° (7.12)

care reprezinta partea unghiulara a oparatorului Laplace in coordonate sferice si poarta
numele de operator al lui Legendre.

Se poate deci scrie:
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2 =-n’A (7.13)
Operatorul Legendre joaca un rol insemnat n teoria functiilor sferice.
4.1.2. Proprietatile momentului cinetic

Mometul cinetic in mecanica cuanticd poseda anumnite proprietati, care il
deosebesc de momentul cinetic din mecanica clasica.

O prima caracteristica a momentului cinetic cuantic este aceea ca proiectiile sale
L., L,, L; nu pot avea valori bine determinate determinate simultan, astfel incat daca una
dintre proiectii este determinata celelalte sunt nedeterminate. Acest lucru este evidentiat
s1 prin relatiile de necomutare existente intre operatori. Astfel operatorii EX , I:y s ZZ nu
comuta Intre ei, ceea ce Inseamna ca ei nu admit aceleasi sisteme de valori proprii.

Se poate usor arata ca intre operatorii ix si I:y existd relatia:

IL,.L,|=inL. (7.14)
Astfel '

L.L =(5p.—2p,Nzp, —5p.) (7.15)

LL =(p,-3p.)5p.-2,) (7.16)
in urma calculalor se obtine:

L.L,~L.L =y(p.2p,—zp,p.)+x(zp,p.—p.2p,) (7.17)

Utilizand relatia de comutare:

p.2—zp, =—ih (4.18)
se obtine dupa simplificari:

LL -LL, =inhL, (7.19)
Intr-o maniera asemanitoare se obtin relatiile:

LL-LL =inL, (7.20)

LL -LL =il (7.21)

O alta caracteristica a momentului cinetic orbital cuantic este legatd de faptul ca
patratul momentului cinetic (si deci modulul momentului cinetic) si una din proiectiile
sale pot avea valori simultan determinate. Acest lucru rezulta din relatiile de comutare
existente intre operatorul corespunzator lui I’ si cel corespunzator unei proiectii a

A A

momentului cinetic (ﬁx L,,L

L)
Vom arita in continuare ¢i [> comutd cu oricare dintre operatorii asociati
proiectiilor lui L. Multiplicam relatia (4.19) cu l:y :

LL’=inL L +LLL, (7.22)
Cu ajutorul relatiei (4.19), al doilea termen din dreapta se scrie:
LLL =-inL L +LL’ (7.23)

incat putem scrie:
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LL’-L’L =ik(L.L,+LL) (7.24)

Multiplicam relatia (4.21) la dreapta cu iz si aplicand din nou formula (4.21)
obtinem:

LE?=-inli b +L L )+L>E, (7.25)
de unde:

Li?-0°f =—ilL i +L.L) (7.26)
Insuméand (4.24) cu (4.26) rezulta:

LAL+L2)-(E2+L2)E, =0 (7.27)
sau

LLZ+E7+02)-(E2+L2+L ), =0
de unde rezulta:

LI?-I’L =0 (7.28)
In mod analog se vor obtine relatiile:

LL-IL =0 (7.29)

LI’-1’L. =0 (7.30)

Relatiile (7.28), (7.29) si (7.30) aratd ca operatorul patratului momentului cinetic
poseda functii proprii comune cu operatorii oricareia dintre proiectiile sale. Aceasta
inseamnd ca momentul cinetic §i una dintre proiectiile sale pot fi masurate simultan in
mod precis. Aceasta concluzie este o consecintd a absentei notiunii de traiectorie pentru
particula cuantica (relatiile Heisenberg).

O alta proprletatate a patratulul momentului cinetic L* si a compenentelor

momentului cinetic L, L L este aceea ca ele se conserva in cazul miscarii particulei

intr-un camp cu simetrie centrala (U=U(r)). Vom demonstra acest lucru scriind mai intai
operatorul energiei in coordonate polare:

~ R, A~ Rl 19 J) 1 9> 290 1
A=V 40=-7- L o 429 13
2m * { 31’( 31’} r’ }_ (= {81’ +r8r r? }+U(r)
4.31)

Prin analogie cu operatorul asociat impulsului liniar p, = —lha— se poate

introduce operatorul impulasului radial p,, definindu-1 in modul urmator

5w =—int 2 (rw) = —zh(a—q’+ ! ‘PJ (7.32)
ror or r
Putem scrie deci:
0 1Yo 1 0’ 29¥

A 2 2 2

w2l Lt [ Ll on +22% 7.33
Pr (81’ r}( r r} (arz r GrJ (7.33)
Tinand seama ca: [* =72V expresia (7.31) se va scrie:

~ 1 1 A ~
H :—[ﬁf +—2L2J+U(r) (7.34)
2m r

aceasta fiind forma functiei Hamilton pentru o particuld care se migca in camp central.
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In continuare consideram relatia;
LY=LY
unde functia W este o functie de coordonatele r, 0, @. Aplicam relatiei de mai sus
operatorul dat de (4.34) la stanga:
AL W = {L[ % +izizj + lj(r)}l;‘l’ (7.35)
r

2m

9 = L 0 . . A
Deoarece, asa cum s-a aratat operatorul L_este — lha— si nu actioneaza decét
‘ @

asupra functiilor dependente de ¢ in timp ce operatorii f)rz si I actioneazd doar asupra
functiilor dependente de r putem scrie:

pILY=Lp ¥ (7.36)
S1

P, UMY =U®r)p, ¥ (7.37)
Dar cum L_ comuti cu 2, rezultd imediat:

AL =L HA (7.38)

Considerand cad tn mos similar operatorii L, siL, actioneaza decat asupra

.. . . v . . o - ¢ w . . .
functiilor unghiulare si cd acesti operatori comuta cu L rezulta ca toti acesti operatori
comuta cu opreratorul asociat energiei. Aceasta inseamnd cad valoarea numerica a
momentului cinetic ca si oricare dintre componentele sale se conserva in timp. Se poate

. o . . .7 PR o .. ..
de asemena afirma ca cei trei operatori L°, L si H poseda functii proprii comune astfel

ca valoarea numericd a momentului cinetic, una dintre proiectiile sale si energia pot avea
valori bine determinate in mod simultan.

7.1.3 Valori proprii si functii proprii ale ale operatorului iz

Folosim expresia din relatia (7.8)

L = in2
Ecuatia cu valori proprii ale lui iz este
Lo=L® (7.39)
sau:
—ihag =L P (7.40)
200
A L, . .
Notand m = 7 ecuatia (7.40) devine;
o® =im®P (7.41)
g

Ecuatia (7.41) are solutia:
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D(@)=Cexp(im®) (7.42)
unde C este o constanta care se determind din conditia de normare.
Periodicitatea functiei (@) (cu perioada 27) impune ca

D()=D(p+27) (7.43)
Introducand (4.45) in (4.46) rezulta

exp(im@)=1 (7.44)

deci
m=0,x1%£2... (7.45)

In cazul momentului cinetic orbital, numarul m este numit numar cuantic orbital.

Conditia de normare a functiei ®(Q) se scrie:

[“lo@) dp=1 (7.46)
Sau

[ ["ap=1
deci:

A =z

NeY:

si functia ®(¢) are forma:

d(p) = \/;_7[ exp(ime) (7.47)

7.1.4. Valori proprii si functii proprii ale operatorului asociat patratului
mometului cinetic - [

Am aratat mai inainte ca operatorul asociat patratului momentului cinetic poate fi
scris in coordonate sferice, utilizand operatorul lui Legendre:

L=-n"A
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Functiile proprii asociate acestui operator sunt dependente de coordonatele unghiulare
(8,9), operatorul A fiind dependent de aceste coordonate. Ecuatia cu valori proprii
asociatd lui [”este:

’Y(0,0)= L*Y(6,9) (7.51)

. . - A . - o712
Ecuatia se scrie dupa inlocuirea lui L™ sub forma:
2

L
LZ
Facem notatia: s = A si explicitim operatorul Legendre:

1 o . ,0Y 1 9%
oSO ——+———

sin 8 06 00 sin” 6 Jg
In continuare procedam la separarea variabilelor punand

+AY =0 (7.53)

Y(0,9)=0(0)D(p) (7.54)
Inlocuind (4.54) in (4.53) obtinem:
1 1 9°®

—smaismaa—e)msmzaz—— (7.55)

0 00 00 ® 9p°

Intrucat membrul stang este functie doar de 6, iar membrul drept doar de @, rezulta ca
ecuatia este satsfacuta identic doar dacd cei doi membri sunt egali cu o aceeasi constanta.

o o 2 . .
Vom nota aceasta constanta cu m”, si vom putea scrie:

2
_1d qu =m’ (7.56)
D do
sau
2
d qj +m’® =0 (7.57)
do
Ecuatia (4.57) are solutia;
P(p) = Ce™?’ (7.58)
aceeasi cu solutia (4.45).
Univocitatea functiei ©(¢) impune:
D()=D(p+2mm) (7.59)
Inlocuind ®(¢) din ecuatia (7.45) in ecuatia (7.47) obtinem:
m=0,x1,£2...
Se observa ca ®() este o functie proprie pentru I sl pentru iz.
Ecuatia referitoare la functia ®(0) se scrie:
2
| isin0@+(/1— - J@:O (7.60)
sin@ dé de sin” @

Facem schimbarea de variabila w=cos@si ecuatia (7.60) devine:
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2

d (1—w2)dpﬁ’"+(/1— ” JPzO (7.61)

% dw 1-w?

Unde O trebuie sa fie finitd in intervalul [-1,+1]. Ecuatia (7.49) se poate scrie sub forma:

——
do® 1-w?dw

2 2
b _ 2w dP L A 2—(1’” 2)}on (7.62)
- W - w

Ecuatia (4.62) are singularitdti in punctele w = £1, unde unii coeficienti devin infiniti.

Pentru cazul cand w = £1 putem scrie:
2w 1 1 1

1-w? zl—w 1+w - 1-w

si
1 N 1
(1—w?)  40-w)’
Aceasta inseamna ca in ecuatia (7.62) termenul in A este neglijabil in raport cu cel ce
contine m”, incét ecuatia devine:
d’P 1 dP  m’
dw’  1—wdw 4(1-w)?
Pentru ecuatia (4.51) se alege o solutie de forma
P=01-wa, +a,0-w) +a,d1-w)* +..] (7.64)
undea, #0.

P=0 (4.63)

Daca se introduce solutia (7.64) in (7.63) se obtine:

2 2
a{a(a—l)+a—m7}(l—w)“’2+a{a(a—l)+3a+l—m7 (1—w)* '+

2
+a{a(a—l)+5a+4—m7}(l—w)“+...:O (4.65)

Relatia (7.65) este adevaratad daca se anuleaza coeficientii tuturor puterilor lui
(1-w). Anuland coeficientul lui (1-w)*? si tindnd seama ci a, # 0 rezulta:

I
o= -_i-? (7.66)
Rezultd cd ecuatia (4.51) admite doua solutii independente:
m]
PV =1-w) 2 [a, +a,(d-w)+..] (7.67)
_m|
PV =0-w) ?[a,+a,'A-w)+..] (7.68)

indicii solutiilor ardtand ca prima tinde la 0, iar a doua la oo atunci cand w — 1. Deci
1 . e N
P," este finita atunci cand w — 1.

Pentru un calcul similar efectuat pentru w — —1 se obtin de asemenea doua
solutii independente:

33



‘ l‘ﬂ‘

PV =1+w) 2 [b, +b,(1+w)+..] (7.69)
si

[m|
PV =1+w) 2 [b,+b, 1 +w)+..] (7.70)
Asadar pentru w — —1 solutia ®" este finita.

In aceste conditii vom considera solutia ecuatiei (4.60) de forma: ,
aceasta putand fi scrisa astfel:

‘ l‘ﬂ‘

P, (w)=(1-w?) 2 Z(w) (7.71)
Introducand (4.68) 1n (4.60) se obtine:
o)z a 1,_
(1-w )dw2 2|+ 1)w o (2= ||| +1)]z (7.72)

unde se va lua Z(w) sub forma unei serii de puteri:
Z(w)= a,w" (7.73)
k=0

Introducand (4.71) in (4.70) se obtine o ecuatie cu diferite puteri ale lui w. Ecuatia va fi
valabila daci toti coeficientii puterilor lui w sunt nuli. Anuland coeficientii lui w* vor
rezulta relatiile:

120, (=il s, 0:

2-3-a,+ {[/1 —|m|Qm| + 1)]— 2Qm| + 1)}a1 =0;

(k + 1)k +2)a,,, + {4~ |m|(m| + )]~ 2k(m| + 1)~ k(k = D}a, =0

Pe baza relatiilor de mai sus se obtine urmatoarea formula de recurenta:

(k +2)(k +Vyay,, = [(k +|m|)k +|m| +1)- Bla, (7.74)

Aceasta relatie de recurentd permite sa se calculeze coeficientii pari pornind de la
ap s pe cei impari pornind de la a;. Dacd avem o serie infinita de a, atunci se constata ca
pentru gy foarte mare vom avea a,,, = a, .

Aceasta inseamna ca in apropierea lui w =1, Z(w) se comporta ca (1—w2)'1 (care
are o dezvoltare in serie asemanatoare). Deci pentru valori mari ale lui m ©,, devine
divergenta. Pentru a elimina acest lucru este necesar ca Z(w) sa aiba o serie finita de
coeficienti, adica sa fie un polinom. Limitand seria la ordinul & rezulta:

A=l(I+1) (7.75)
unde [ =k +|m| sau k =1/ —|m| . Pentru k =1 —|m| impar, ap=0 si solutia @;" (w) este un

polinom de puteri impare, iar pentru k =1/ — |m| par, ;=0 si ®;" (w) este un polinom de

puteri pare. Valorile proprii ale lui I? vor fi
L =n’l(l+1), 1=0,1,2... (7.76)
Se poate deduce imediat o relatie Intre numerele m si [ pe baza relatiei [ =k + |m| .

Deoarece k este un numar intreg si pozitiv, rezultd ca / este mai mare sau cel putin egal cu

|m , dect:
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m=0x112... ] (7.77)
In ceea ce priveste functiile proprii asociate acestor valori proprii, acestea se obtin
tinand seama de ecuatiile (7.75) si (7.60). Introducand (7.73) in (7.60) avem:

d de(W) m2 m
%(1—w2)’d—w+{1(1+1)—1 Z}P, (w)=0 (7.78)

m

unde P"(w)reprezintd functia asociatd a lui Legendre de gradul [ si de ordinul m, [ 51 m

fiind numere intregi si pozitive.
Pentru m=0, solutia ecuatiei (7.61) este datd de polinomul Legendre simplu.

Astfel polinomul simplu de ordin / este de forma:

1 d'(w* -1
B =0 7.7
Pentru m # 0, se va obtine polinomul asociat de ordin / si grad m avand forma:
lml lm] Hml 02 1!
B =-w)? L p=—a-wh L g5
aw"! 20N Wl
Factorul ﬁ este un factor de normare ales astfel ca:
+ . 2
[[Tron] dw=1 (7.81)

Asadar solutiile ecuatiai (7.64) sunt polinoamele Legendre asociate si formeaza
un sistem de functii ortogonale in intervalul —1<w <1.

Dam 1n continuare un exemplu de calcul al polinoamelor Legendre luand cazul
polinomului de ordinul /=3 si gradul m=2,

P32(W):1—W2{85 (W2_1)3:|:1—W2{85 (W6—3W4+3W2_1) —

318 | ow’ 48 | ow’
12 4
= ! 4;‘} {88 ; (6w5 —12w’ +6w)} =...=15w(l-w?)
w

Tinand seama de substitutia w=coséf vom avea:

P/ (cos@) =15sin” O cosb

Pentru cateva cazuri particulare simple prezentam mai jos polinoamele Legendre
asociate:

[ m P" (cos8)
0 0 1

1 1 sind

1 0 cosé

2 2 3sin*@
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2 1 3sinécosd

2 0 1 3cos? 6-1)
2
3 3 15sin° @
3 2 15cos6sin® 0
301 %(SCOSZG—l)sinH
3 0 %(5cos30—3cost9)
Tabelul 1

Pe baza conditiei de normare (7. 81) si tindnd seama ca polinomul P i

corespunde un polinom ®;" putem scrie:

[ore;singao =1 (7.82)
obtinand functiile ortonormate:
0'(0) = \/ 2041 (=) P"(cos6) (7.83)
2 m

In aceste conditii se pot scrie functiile sferice Y(0,9), care satisfac ecuatia (7.52):

Y

Im

20+1 (1=|m])
6,0)= (- 1)\/ ; Wexp(zm(ﬂ) P (cos®) (7.84)

unde m are valorile date de (7.47), k=m pentru m > 0 si k=0 pentru m<0.
Functiile sferice formeaza un set complet ortonormat, adica:

[[[7 v, 0.)sin6160p = 5,6 (7.85)

mm'

Pe baza relatiilor (7.75) s1 (7.83) rezulta ca fiecarei valori proprii a patratului
momentului cinetic 11 corespund (2/+1) functii proprii Y, diferite, functii ce difera prin
numarul cuantic m. Am vazut cd acest numdr cuantic cuantifica proiectia pe axa z a
momentului cinetic. Vom ardta ca acest numar cuantificd de asemenea proiectia pe axa z
a momentului magnetic asociat momentului cinetic. Din acest motiv numarul cuantic m
poartd numele de numar cuantic magnetic. In cazul momentului cinetic orbital el se
numeste numar cuantic magnetic orbital.

Analizand cele de mai sus se constata ca functia Y;,(0,9) este 1n acelasi timp

functie proprie comund a operatorilor iz s I’
Functiile de unda Y;,,(6,9) pentru starile /=0,1 si 2 sunt prezentae in tabelul 1.
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4.1.3. Paritatea momentului cinetic orbital

Termenul de paritate este folosit in mecanica cuanticd pentru a caracteriza
proprietdtile de simetrie ale functiilor de unda fata de inversie (reflexia prin origineO.
Inversia este echivalentd cu schimbarea semnului fiecdrei coordonate carteziene. Paritatea
pard sau impara se refera la cazurile simetrice sau antisimetrice.

Operatorul paritate G efectueaza transformarea x — —x, y—=-y,z—>-z§l
are deci proprietatea:

G¥(x,y,7) =¥ (—x.— y,—2) (4.86)
Este evident ca
G™W(x,y,2) = G¥(—x,~y,~2) = P(x.y,2) (4.87)

Asadr valoarea proprie a operatorului P? este 1, iar valorile asociate operatorului paritate
sunt £ 1. Astfel valoarea +1 corespunde paritatii pare, iar valoare —1 corespunde paritatii
impare.

Pentru a stbili modul 1n care se schimba coordonatele sferice r, 0, ¢ in functie de
schimbarea semnului coordonatelor carteziene x, y, z, analizam figura 1.

Observam ca la schimbarea coordonatelor carteziene x, y, z coordonatele sferice
se modifica astfel:

r'=r
0’=m-0 (4.88)
©’=0+7
A z A z
r,0,0 r’,0.¢
.\ .\
y y y © 1 \ y
D T » D R / »
() 0
X X
Z b4
v
Figura 1 M

Pentru a stabilin actiunea operatorului G asupra functiei de unda Y;,,(0,9) care
descrie starea momentului cinetic orbital, observam ca transformarile (4.88) conduc la:

cos@ — —coséb; exp(im@) — (=1)" exp(img) ;
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P,‘m‘ (—cos@) = (=1)' " P,‘m‘ (cos@), care rezulta din schimbarea derivatei

dcos@

" dlcos(-0)]
Se va obtine Tn mod succesiv:
GY,,(6,9)=N,,P" (cos@)exp(img') =
=N,
=N ,mlP,‘m‘ (—cos @) exp(im@)(-1)"

Dar: P,‘m‘ (—cos@) = (=1)' " P,‘m‘ (cos@) asa Incat

GY,,(8,9) = (=)' B" (cos@)exp(imp) = (-1)'Y,, (6, ¢) (4.89)
Putem spune acum ca paritatea starii al oricirui moment cinetic orbital este
specificat de numarul cuantic orbiatl / este (-1)".

de ordinul /-m.

Im

P,‘m‘ [cos(zr — 0)]explim(p + )] =

1.4.6 Cuantificarea spatiala

In paragraful anterior am stabilit ci valorile posibile pentru L si L. sunt date de
relatiile:

L=.Jil+h—si L, =mh

unde: [=0,1,2,...,1ar m=0,+1,12.... +/[.

In cadrul spectroscopiei atomice se obisnuieste notarea dupd schema urmitoare:
numarul cuantic orbital: =0,1,2,3...
starea: s, p,d,f..

Se observa ca uniatea de masura pentru L si L, este constanta lui Planck — 7.
Pentru o valoare fixa a patratului momentului cinetic orbital, proiectia momentului cinetic
pe axa Oz poate lua (2/+1) valori cuprinse intre —I% si +1A. O reprezentare geometrica a
valorilor pe care le poate lua L, in cazul /=1, este data n figura 2.

Figura 2
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In figura 3 este infitisat intr-un sistem de coordonate carteziene momentul cinetic
orbital LL A

v

Figura 3

Asa cum s-a vazut momentul cinetic orbital L. poate face cu axa Oz. Doar anumite
unghiuri obtinute pe baza relatiei
L =mh= Lcos@ (4.90)
deci:
036 = mh __m
JId+Dr  JId+1)
Relatia (4.91) stabileste numarul orientarilor posibile pe care le poate lua

c (4.91)

momentul cinetic L cu axa Oz. Pentru fiecare valoare a lui L sunt permise numai 2/+1
orientdri diferite ale lui L fatd de axa Oz. Numarul de orientari ale lui L. coincide cu
numarul valorilor pe care le poate lua proiectia L, a momentului cinetic. Asa cum se vede
in figura 3 varful vectorului L. executd o miscare de precesie in jurul axei Oz. Pentru o
anumitd orientare a momentului cinetic se cunoaste valoarea proiectiei L., In timp ce
celelalte doud proiectii (L, Ly) sunt complet nedeterminate. Asadar in mecanica cuantica
este imposibil s se cunoascd simultan mai mult de o componenta a momentului cinetic si
modulul sau | LI. In aceste conditii putem vorbi doar de orientarea lui L fatd de L., in
timp ce orientarea lui spatiala ramane nedeterminata (necunoscandu-se toate cele trei
proiectii simultan). Situatia privilegata a axei Oz fatd de celelalte doud apare din cauza ca

Yim(0,0) reprezintd o functie proprie comuna numai pentru operatorii I’ si iz , ea nefiind

functie si a operatorilor L, si L,. Evident ca se poate realiza ca oricare dintre cele doud
axe sa fie privilegiate.

4.1.5 Momentul magnetic orbital al electronului.
Este cunoscut din electromagnetism ca un curent ce strabate o spira determina

aparitia unui moment magnetic
a=1Ia (4.92)
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unde g reprezinta aria spirei cu orientarea data de vectorul normalei la suprafata
acesteia.
In cazul cand spira este circular vom avea

u=1Im’ (4.93)

In acelasi timp intensitatea unui curent electric este data de relatia:

I=q/T
unde q este sarcina electronului, iar perioada T= 27z /v, v fiind viteza electronului pe
orbita

In cazul unui electron vom avea:

=== (4.94)
27

Introducand (4.93) in (4.94) se obtine:

erv
=Ior’ =—
# 2

Deoarece momentul magnetic apartine electronului in miscarea pe orbita, acesta
reprezinta momentul magnetic orbital z, deci se poate scrie relatia vectoriala:

i, = —%(Fxﬁ) - —j(?xmﬁ) = —jf (4.95)

unde 1 este momentul cinetic orbital si in care s-a tinut seama de faptul ca sarcina
electronului este negativa.

Introducand marimea g, = ;—h =0,927.10"> J /T , numita magneton al lui Bohr,
m
obtinem:
g =8 (4.96)

Tianand seama de cuantificarea momemtului cinetic orbital vom avea:

|| ==t )11 +1) (4.97)

Asadar momentul magnetic orbital este cuantificat de numarul cuantic orbital [, iar
orientarea sa este opusa celei a momentului kinetic orbital.
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5 . Atomul de hidrogen — starea normali

Vom studia miscarea unui electron de sarcina -e aflat in jurul unui nucleu
incarcat pozitiv, de sarcina +Ze (atomi hidrogenoizi). Pentru: Z = 1 se obtine atomul de
hidrogen.

Forta care leaga electronul cu nucleul de sarcind +Ze, la distante de ordinul dimensiunilor
atomice (~10™ cm) este forta de atractie Coulomb. Energia potentiala care ii corespunde
este:

U=-

4re,r

Energia potentiala a electronului in campul nucleului este
Z 2
U=-—— (5.1)
47
unde r este distanta electron — nucleu.
Alegand un sistem de coordonate sferice cu originea in centrul nucleului atomic,

ecuatia Schrodinger atemporala:

2

2m

Ay+Uy =Ly

devine

2m Ze®
Av+—| E+ =0 5.22
v h( ij (5.22)

unde functia de unda este:

y=y(r,0,p)

Rezolvam ecuatia Schrodinger (5.2). In cazul particular al atomului cu simetrie
sferica, caz in care functia de unda va fi:

y=y(r,0,0)=y(r)

Aceasta stare este caracterizata prin [/ = 0, adica numarul cuantic orbital este nul.

1 9 9 1 9 9 1 9’
A=— —|r*— —|sin@— |+ — - —— (5.23
r? ar(r arJ—‘_rzsinH ae(sm 80J+rzsin2¢9 or? ( )
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din cauza simetriei sferice, devine

1 9(,0 2> 2 9
A=— | r ===+ — 5.24
2 (r J 8r2+r or ( )

In aceste conditii, ecuatia (5.22) devine

dy/ 2 dy  2m Ze?

er P h2 —(E+ 4—)\|1 0 (5.25)
Notand

2;1215 —a Z’;z =B (5.26)
se obtine

2
d_l/zj+z d_l//+[a+%jl//:0
dr® r dr 14

Cea mai simpla solutie a acestei ecuatii, care are o valoare finita pentru r=0 si
care tinde spre zero pentru r — oo , este

(N=A-e" (5.27)
Inlocuind in ecuatia de mai sus, rezulta
VA e 27/A T4 [a+%jAe’”=0
r r
sau
(7 +a)+ 2B -27)=0
r
Y +a=0
B=y
adica
a=p’ (5.28)
Tinand cont de substitutia (5.28) si de relatia (5.26) rezulta
—2mE m?Z%e*
n’ 167°h°
adica
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mZ’e*
E=—-""_ 5.29
327k (5.29)

Formula nivelelor energetice deduse din teoria lui Bohr

1 mZzZe*
"on? 32rn
se reduce la relatia (5.29) pentru n =1, adica la energia atomului de hidrogenoid aflat in
stare fundamentala.
Determinarea constantei A din expresia functiei de unda se afla din conditia de
normare

[[[lwf 7 sinodraoay =1

sau

A® j rdrjsmedejdy 47a’ jr e dr =1
Se stie ca :

i —-ax _l

Ie dx—a

—o0

si derivand de doua ori in raport cu & , avem

— I xe “dx = —é

—o0

sze_“dx __2

3

e o
incat
Trze_z”’dr ___2 5
- 2y
Deci :
7/3
A=,—
T

iar functia de unda are forma
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w(r) = \/g e (5.30)

Probabilitatea de a gasi electronul in elementul de volum dV este
2 7/3
P(r)dV =y (r)| dV =*—-¢7"" -r*sin@drd6do
V4

Probabilitatea ca electronul sa se afle la distanta » = r + dr de nucleu, este

3 V4 2z
P(dr=""-e"" Pdr [sin6 do [dy =4y ¢ - pdr (5.31)
7 0 0

Reprezentand grafic P(r) se constata ca densitatea de probabilitatea devine nula
pentru =0 (din cauza lui r) si pentru r — oo (din cauza exponentialei) ( Fig.17).

0

I

1

|

1

I

1

I i
1

6 :

Fig. 17

Deci, exista in general o anumita probabilitate nenula de a gasi electronul la o
distanta oarecare de nucleu, cuprinsa intre 0 si oo .

Sa calculam distanta r;si 1, care probabilitatea devine maxima

dP(r)

=4y’ [Zre_zyr —2pte " ] =0

incat

=1
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Deci y reprezinta inversul distantei, unde exista probabilitatea maxima de a gasi

electronul
1 mze*
7/ = = ﬁ =
n n’
incat
hZ
mze

Pentru hidrogen

adica, distanta la care probabilitatea norului electronic este maxima, coincide cu raza
primei orbite Bohr ( 1y).

Functia P(r) fiind in general nenula, inseamna ca electronul se poate gasi oriunde
in atom, dar cu probabilitati diferite. Sunt excluse starile pentru care r=0 si r=o0, dar
aceste doua stari nu mai descriu un atom de hydrogen. Pentru r =0 electronul se gaseste
chiar in nucleu, deci sistemul nu mai este format din doua particule distincte. Pentru
r=oo intersectia dintre nucleu si electron este nula, deci electronul nu mai face parte din
atom.

Raza primei orbite (notiunea clasica) din nucleu Bohr nu este altceva decat
distanta de maxima probabilitate a electronului fata de nucleu. Modelul cuantic admite ca
electronul se poate gasi la orice distanta de nucleu (dar cu probabilitati diferite) ceea ce
face ca notiunea de orbita sa nu mai aiba sens ( concluzie obtinuta si pe baza relatiilor de
nedeterminare Heisenberg).

Atomul se reprezinta deci ca un sistem format dintr-un nucleu central inconjurat
de un ’nor electronic’’ intelegand aceasta ca un “’nor’’al densitatii de probabilitate, al
distantei in spatiu a probabilitatii de a gasi electronul.

Spinul electronului
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Ipoteza spinului electronului

O serie de rezultate experimentale ca: structura de multiplet a nivelelor energetice ale
atomului, efectul Zeeman, experinta Stern- Gerlach s. a, au pus in evidenta o noua
proprietate a electronului ( in afara de masa si sarcina). Este vorba de un moment cinetic
propriu datorat unei miscari necunoscute a electronului. Proprietatea se numeste spin si
momentul cinetic datorat miscarii de spin se noteaza cu s. Existenta spinului a afost
postulata de fizicienii olandezi Uhlenbeck si Goudsmit in anul 1925. Spre deosebire de
masa si sarcina, aceast miscare nu are un analog clasic. Ca si in cazul momentului cinetic
0rb2it31 proiectiile momentului pe cele trei aze nu pot fi masurate simultan ci doar doar s,
sis”.

Experienta Stern- Gerlach

Un fascicul de atomi, obtinut prin evaporarea unui metal monovalent (Cs, Ag) intr-o
incinta cu un vid suficient de inaintat, se deplaseaza pe directia y intre piesele polare ale
unui electromagnet a caror forma este aleasa astfel incat sa creze un camp magnetic
puternic neomogen pe directia z. Este necesar ca gradientul lui B sa fie atat de mare incat
forta datorata acestuia sa se poata simti pe dimensiunea unui atom.

Fascicul de atomi
de Ag

Cuptor

Schema montajul experientei Stern-Gerlach

In interiorul cuptorului se introduce o piesa de Ag. Atomii sunt incalziti in interiorul
cuptorului la o astfel de temperatura suficient de scazuta, incat electronul de valenta al
atomilor de Ag sa ramana in starea fundamentala cu numarul cuantic orbital 1=0. Dupa
trecerea printr-un sistem de fante, fascicolul intra intre polii magnetului dupa care este
trimis pe o placa fotografica. Pe placa apar doua urme simetrice in raport cu directia
initiala a fascicolului. Forta care se exercita asupra atomilor este determinata de
interactiunea dintre momentul magnetic al atomului si campul magnetic neomogen.

~ 0B _ OB
F=ll—=u—-cosa (D

0z 0z
Aceasta forta determina o deviatie a atomilor pe directia z data de:

Cuntor
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z =$ g—fcosa 2)

unde m este masa atomului.
Din punct de vedere clasic, cos (n, B ) poate lua toate valorile in intervalul +1 si -1, astfel
incat pe placa ar trebui sa se obtina o urma continua intre valorile extreme +/- zo, unde

1 oB

ZO = e

2m" 0z
In realitate experienta arata ca depunere este sub forma a doua urme discrete, simetrice
fata de directia initiala.

Dat fiind ca electronul de valenta se afla in starea s, descrisa de 1=0 , acesta are un
moment magnetic orbital nul (m;=0), ceea ce insemna ca devierea fascicolului nu este
legata de electronul de valenta. Restul atomului are configuratia unui gaz inert (Kr) , care
este diamagnetic, deci este lipsit de moment magnetic, ceea ce insemna ca deviatia nu
este determinata nici de acest rest. Singura ipoteza admisibila este aceea a existentei unui
moment magnetic propriu asociat electronului altul decat cel orbital. In baza acestei
ipoteze s-a admis ca electronul are un moment cinetic de spin s, caruia ii corespunde un
moment magnetic de spin ps , care interactioneaza cu campul magnetic, acesta nteractie
determinand deviatia atomilor. Momentul cinetic de spin este cuantificat in mod
asemantor cu cel orbital.

s=s(s+1)

Si momentul magnetic de spin este cuantificat in mod asemanator cu momentul magnetic
de spin.
Exista insa o anomalie de spin, care consta in faptul ca raportul magnetomecanic al
spinului este:

Ys= PyS =e/m
Aceasta anomalie lamureste rezulatele experientei Einstein —de Haas.
Momentul magnetic de spin este legat de momentul sau cinetic prin relatia:

Cuantificare momentului cinetic de spin se face in acelasi mod cu cea a momentului
cinetic orbital orbital:

|§| =./s(s+ 1A

unde s este numarul cuantic de spin.
iar cuantificarea momentului magnetic de spin va fi:

‘ﬁv‘ =2+ s(s+1)

Proiectia pe axa z a momentului magnetic de spin este data de relatia:
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My =2 m,

mnde m are un numar de 2s+ 1 valori. Dat fiind ca numarul de urme pe placa este egal
cu numarul de valori ale lui mg, se poate deci scrie:

2s +1=2
Deci s=Y% , de unde rezulta ca my= +/- 12

5.5 Momentul mecanic rezultant al unui atom cu mai multi electroni

Fiecare electron dintr-un atom are un moment mecanic orbital (I) si un moment
mecanic intrinsec (s). Intre momentele cinetice exita interactiuni, care dau posibilitatea
obtinerii unui moment cinetic total.

Prin compunere, momentele cinetice 1 si s formeazad momentul unghiular rezultant al
atomului, notat cu J. Exista doud cazuri posibile:

1. Momentele orbitale 1 interactioneazd mai puternic intre ele si foarte putin cu
momentele de spin s care, la rAndul lor, interactioneaza mai puternic intre ele si
foarte putin cu momentele 1. Prin compunere, toate momentele cinetice orbitale
vor forma momentul rezultant L. iar momentele cinetice de spin s vor forma
momentul S. Doar dupd aceea, prin compunerea momentelor S si L se formeaza
momentul cinetic total al atomului J . Acest tip de cuplaj este foarte des Intalnit,
fiind numit Russell-Saunders sau cuplajul LS.

Momentele cinetice totale sunt cuantificate in acelasi mod cu cele ale electronului.
Cunatificarile sunt realizate cu ajutorul numerelor cuantice, orbital total L si de
spin total S. Momentul cinetic total al atomului este cuantificat dupa aceiasi
regula cu ajutorul numarului cuantic total J.

2. La fiecare pereche de 1 si s, existd o interactiune mai puternica intre partenerii
care formeaza perechea decat interactiunea dintre un partener al perechii si un 1
respectiv s, al altei perechi. Prin urmare fiecare electron are un moment kinetic j
rezultant iar ulterior, are loc compunerea momentelor j ale atomului. Acest tip de
cuplaj, numit cuplaj jj se observa la atomii grei.

Momentele unghiulare se Tnsumeaza cu respectarea regulilor mecanicii cuantice. Vom
considera de exemplu, insumarea momentelor unghiulare la un cuplaj Russell-Saunders.

Numerele cuantice orbitale 1; sunt intotdeauna numere Intregi. Prin urmare, numarul
cuantic L. al momentului orbital total este de asemenea un numar intreg (sau zero).

Numarul cuantic S al momentului rezultant de spin al unui atom S poate fi un numar
intreg sau semiintreg, in functie de numarul total de electroni ai atomului, care poate fi
par sau impar. Pentru un numar (N) — par, de electroni, numarul cuantic S ia toate valorile
intregi de la N x 1/2 (toate momentele S sunt ,,paralele” intre ele) la O (toate momentele
S se compenseaza reciproc, in perechi). De exemplu, pentru N = 4, numarul cuantic S
poate avea valorile 2, 1, sau 0. Atunci cand N este un numar impar, S ia toate valorile
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semiintregi de la N x 1/2 (toate momentele S sunt ,paralele” intre ele) la 1/2 (toate
momentele S cu exceptia unuia, se compenseaza reciproc, in perechi). De exemplu, cand
N =5, valorile posibile ale parametrului S sunt 5/2, 3/2, 1/2.

Pentru niste valori date ale numerelor cuantice L si S, numarul cuantic J al
momentului cinetic total (rezultant ) poate avea una dintre urmatoarele valori:

J=L+S,L+S-1,...,IL-SI

Asa cum se poate observa, J va fi un numar intreg daca S este un numdr intreg (un
numar par de electroni ai atomului), si semiintreg daca S este semiintreg (atom cu un
numar impar de electroni). De exemplu:

1) daca L =2siS =1, valorile posibile ale lui J sunt 3, 2, 1;
2) daca L =2siS =3/2, valorile posibile ale lui J sunt 7/2, 5/2, 3/2 si 1/2.

Energia unui atom depinde de orientarea momentelui cinetic L. (adica de numarul
cuantic L), de orientarea momentului cinetic de spin S(adicd de numarul cuantic S) si de
orientarea reciprocd a momentelor L i S (de numarul cuantic J). Un nivel energetic
atomic sau altfel spus un termen spectral atomic se noteaza in general cu:

25+, (5.39)

unde L poate fi una dintre urmatoarele litere: S, P, D, F, etc., depinzand de valoarea
numarului L. De exemplu, termenele:

°Py, Py, P, (5.40)

sunt asociate cu starile avand L = 1 identic, S = 1 identic, dar si valorile J = 0, 1, sau 2,
diferite.

Simbolul - ***'L; - contine informatii legate de valorile a trei numere cuantice L, S
si J. Atunci cand S < L, termenul superior din partea stingd a notatiei: 2S+1, oferad
multiplicitatea termenului, adicd numarul de subnivele diferite din valoarea numarului J,
asa cum este exemplificat anterior prin: 3 P, 3 Py, 3p,.

Atunci cand S > L, multiplicitatea actualizata este 2. + 1. Cu toate acestea,
simbolul termenului este scris tot in forma ***'Ly, pentru ci altfel nu ar contine informatii
despre valoarea numarului cuantic S.

5.6 Momentul magnetic al unui atom

Am mai notat de cateva ori faptul cd momentul magnetic |l este asociat cu
momentul unghiular mecanic al unui atom M. Raportul p/M este numit raport
giromagnetic.

Raportul determinat experimental intre momentul orbital magnetic Wi si
momentul unghiular orbital mecanic L coincide cu raportul giromagnetic care reiese din
teoria clasica ). Acest raport este — e/2m.c; Prin urmare,
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Wy =———M;= VIL(LA1)= —pg V L(L+1)
(5.41)

Cantitatea:

_eh
2m.

U, (5.42)

este numita magnetonul Bohr si este unitatea momentului magnetic. Semnul minus din
ecuatia (5.41) indica faptul cd directiille momentului magnetic si ale momentului
unghiular mecanic sunt opuse (aspect care se datoreaza sarcinii negative a electronului).
Prezenta semnului minus ne permite sd obtinem proiectia pe axa z a lui . prin simpla

VI +F1)

substituire a numarului cuantic my pentru in ecuatia 5.41:

ULz = -UpmL (5.43)

Cand my, > 0, proiectia lui L este pozitiva, In timp ce proiectia lui py, este
negativa. Cand my < 0, proiectia lui L este negativa, si proiectia lui pr, este pozitiva.

Un numar de date experimentale indica faptul ca raportul giromagnetic al
momentului magnetic intrinsec (spin) si momentului unghiular este dublul raportului

giromagnetic al momentului orbital magnetic si momentului unghiular. Astfel,

Ng= ——— M o= —2pp V¥V S(S 1)

o =

(5.44)

Legat de acest aspect, se spune ca spinul are un magnetism dublu.

Magnetismul dublu al spinului rezultd din experimentul realizat de A. Einstein si
W. De Haas precum si din experimentul realizat de S. Barnett.

Datoritd magnetismului dublu al spinului, raportul giromagnetic al momentului
magnetic total iy si momentului unghiular total J este dependent de numerele cuantice L,
S siJ. Trebuie sa observam ca numerele L si S caracterizeaza raportul valorilor lui LL i S,
in timp ce numarul J determina orientarea reciproca a momentelor unghiulare de spin si
orbital. Calculele realizate pe baza regulilor mecanicii cuantice, oferd urmatoarea formula
pentru momentul magnetic al unui atom:

= —unc V' JIiJ L1y
s 1515 I |: ]:I (545)

unde
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J(T4+1+5 (41— EL(L3+1)

2J(J+1) (546)

Expresia (5.46) da expresia factorului Lande (g). Atunci cand momentul
unghiular total de spin al unui atom are valoarea zero (S = 0), momentul unghiular total
coincide cu cel orbital (J = L). Introducand S =0 si J = L in ec. (5.46) rezultd g = 1, si
ajungem la valoarea momentului magnetic determinatd prin ec. (5.41). Atunci cand
momentul unghiular orbital total al unui atom este zero (L = 0), momentul unghiular total
coincide cu cel de spin (J = S). Introducerea acestor valori ale numerelor cuantice in ec.
(5.46) conduce la obtinerea valorii g = 2, si ajungem la valoarea momentului magnetic
determinata prin ec. (5.44). Trebuie sa observam cd factorul Lande g poate avea valori
mai mici decat unitatea, si poate fi chiar zero (asa cum se obtine, de exemplu, pentru
valorile L =3, S =2 si J = 1). In ultimul caz, momentul magnetic al unui atom este zero,
desi momentul unghiular mecanic difera de zero.

Prezenta semnului minus in ec. (5.45) face posibild obtinerea proiectiei lui py pe

axa z prin simpla substituire a lui my pentru VI +1) . Astfel,

iy = — hpgmy  (my=0, +1, ..., = J) (5.47)

Figura 5.9

Un numar de intrebari de fizica atomului 1si pot gasi raspunsuri prin folosirea asa
numitului model vectorial al atomului. In constructia unui astfel de model, momentele
unghiulare mecanice si momentele magnetice sunt descrise sub formid vectoriala
(lungimea liniilor directionale). Intr-o exprimare foarte exactd, datoriti incertitudinii
existente in ceea ce priveste directiile vectorilor M in spatiu, o astfel de abordare este
aproximativa. De aceea, atunci cand se lucreaza cu un model vectorial, trebuie sa tinem
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cont de natura limitelor in care se obtin constructii relevante. Un model vectorial nu
trebuie inteles ,,ad litteram”. El trebuie considerat ca o multime de reguli care ne permit
sa obtinem rezultate al caror adevar este confirmat de calcule stricte de mecanica
cuantica.

Un model vectorial este construit in conformitate cu urmatoarele reguli. Fie M si
M, cu valori bine precizate (aici se considera cd My si My nu sunt determinate). Prin
urmare, vectorul M poate avea directia uneia dintre generatoarele conului din fig. 5.9. Ne
putem imagina lucrurile ca si cum vectorul M se roteste uniform n jurul directiei z care
coincide cu axa conului.

Sa presupunem un camp magnetic B, orientat 1n directia z. Momentul magnetic p
este asociat cu momentul mecanic unghiular M. De aceea, cAmpul este exercitat de M
(prin p). Cu cét viteza de precesie a momentului M fatd de B este mai mare, cu atat este
mai puternic cAmpul care actioneaza asupra momentului unghiular adicd, mai puternic
devine B.

In conformitate cu regulile de construire a unui model vectorial, momentele
unghiulare M; si M, care au fost adaugate au o miscare de precesie in directia datd de
momentul unghiular rezultant M (fig. 5.10). Momentele unghiulare interactioneaza intre
ele (prin momentele magnetice W si W2). Se presupune ca viteza miscarii de precesie este
proportionald cu intensitatea interactiunii. in misura (starea) in care M si M, au fost
determinati, vectorul M realizeazd o precesie, rotindu-se in jurul directiei z. Daca
introducem un camp magnetic B de-a lungul axei z, se vor observa fenomene diferite care
vor depinde de relatia dintre interactiunea momentelor unghiulare Intre ele si cu campul
magnetic. Sa presupunem doud cazuri:

1) un camp slab — interactiunea momentelor unghiulare care are loc intre
ele este mai puternicd decat actiunea campului magnetic asupra
fiecaruia dintre ele;

2) un camp puternic — actiunea cimpului asupra fiecaruia dintre

momentele unghiulare este mai puternicd decat interactiunea care are
loc intre oricare dintre momentele unghiulare.
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Slowly
Rapidly .-
(a)
Figura 5.10 Figura 5.11

In primul caz (fig. 5.11a), momentele unghiulare se compun pentru a forma
momentul unghiular rezultant M care este proiectat pe directia campului. Aici apar doua
forme ale miscarii de precesie: precesia momentelor unghiulare My si M3 in jurul directiei
M si precesia vectorului rezultant M in jurul directiei lui B. Viteza primei miscari de
precesie va fi mult mai mare pentru cd interactiunea momentelor unghiulare intre ele
depaseste actiunea campului magnetic asupra fiecaruia dintre ele.

In al doilea caz, (fig. 5.11b), cAmpul rupe cuplajul dintre momentele unghiulare
M; si My, si fiecare dintre acestea executd o precesie in jurul directiei campului,
independent, unul fata de celalalt. Fiecare dintre vectorii My si M, va fi de asemenea
proiectat separat pe directia cAmpului.
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Figura 5.12

Sa Incercdm sd obtinem formula (5.45) cu ajutorul modelului vectorial. Figura
5.12 infatiseaza vectorii My, Mg si Mj si vectorii pur, Us si Wy asociati. Scala a fost aleasa,
astfel incat vectorii My si [ sunt reprezentati prin sigeti cu aceeasi lungime. In aceste
conditii, vectorul us va fi reprezentat cu o sageatd care are o lungime dubld fata de a
vectorului care infatiseaza M.

Datoritda magnetismului dublu al spinului, vectorul |; nu este coliniar cu vectorul
Mj. Vectorii My, si Mg au o miscare de precesie 1n jurul directiei lui My, si implicd de
asemenea 1n aceasta migcare de precesie vectorul rezultant al momentului magnetic py. in
timpul unei perioade de observare suficient de indelungatd, se va nota valoarea medie a
vectorului Wy care este notatd in figura 5.12 prin simbolul <py >. Sa cautam proiectia
acestui vector pe directia lui My, pe care o vom nota simplu cu Wy La prima vedere,
figura arata ca:

wy= — |py |[cosa — | ug | cos
(5.48)

unde Iyl si Iusl sunt amplitudinile vectorilor relevanti. In conformitate cu ec 5.41 si 5.44

|pel=ps VLE+D;  |ps|=2usV S(S+1) (5.49)

Pentru a gasi valoarea lui cos @, sa ridicdm la patrat relatia Mg= My — My

=M%+ M} —2M M, cosa
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unde
My+My—ME T4+ L (L+1)—8 (S+1)
M My, Y TUHD VL) (5.50)

Pentru a gasi valoarea lui cos [, sa ridicim la patrat relatia: My = My — Mg

Mi=M5+ M%—2M;Mgcosp

COsS Ol =

unde
Mi+ME—M}  JH0)+S(S+H1)—L (L4
2MiMg - 2'/](]..'..1) 'I_/-S (S_,i_” 551)

cos f =

Introducand ec (5.49), (5.50) si (5.51) in ec. 5.48, obtinem:

T SN LA —S (1)

pr=—pu V L(L+1) 2VITU+D VLLFD
B Saraa JTFDNFS(S+1)—L(L+1)
2 e Y e

In urma neglijarii termenilor mai putin importanti, combinata cu addugarea si, in
plus, multiplicarea numaratorului si a numitorului cu

VIV +1)
expresia rezultata este:

e AT (DS (S 1)L (L1
po=— g VT 1) 2= 2 O )

care coincide cu ec. 5.45
5.9 Principiul lui Pauli. Distributia electronilor pe nivelele energetice ale atomului.

Fiecare electron din atom se deplaseaza intr-o prima aproximatie intr-un camp
central simetric, non-Coulombian. Starea unui electron 1n acest caz este determinatd de
cele trei numere cuantice n, 1 si m a caror semnificatie fizica a fost stabilita in sectiunea
5.1. Datorita existentei spinului unui electron, este necesar sa adaugam la aceste numere
cuantice, numarul cuantic ms care poate lua valori de £ 1/2 si determina proiectia spinului
pe o anumitd directie. In cele ce urmeaza, vom folosi simbolul m; in locul lui m pentru
numarul cuantic magnetic, pentru a sublinia cd acest numdr determind proiectia
momentului unghiular orbital a carui valoare este data de numarul cuantic L

Astfel, starea fiecarui electron din atom este caracterizata de 4 numere cuantice:

- principal: n(n=1,2,3, ...)
- azimutal: 1(1=0,1,2,...,n-1)
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- magnetic: my (my=-1, ....,-1,0, +1, ..., +])
- spin: ms (mg=+ 1/2, - 1/2)

Energia unei stari depinde in principal de numerele n si 1. In plus, existi o dependenta
usoard a energiei de numerele m; si mg pentru ca valorile acestora sunt asociate cu
orientarea reciprocd a momentelor unghiulare M, si Mg de care depinde magnitudinea
interactiunii dintre momentele magnetice orbitale si intrinseci ale electronului. Energia
unei stdri creste mai rapid cu marirea numarului n decat cu a numarului 1. De aceea,
rezulta regula conform careia, o stare cu o valoare mai mare a numarului n are mai multa
energie, indiferent de valoarea numarului L

La un atom aflat in starea de baza (ne-excitatd), electronii ar trebui sa fie pe nivelele
energetice disponibile pentru ei, nivele care au cea mai putind energie. De aceea, s-ar
parea ca la orice atom aflat in starea de baza, toti electronii ar trebui sa fie in starea 1s (n
=1, 1 = 0), iar termenii fundamentali ai tuturor atomilor trebuie sa fie de tipul termenilor
S (L = 0). Experimentele demonstreaza ca nu este mereu asa.

Se pot explica tipurile de termeni observati, dupa cum urmeazi. In conformitate cu
una dintre legile mecanicii cuantice, numita principiul de excluziune al Iui Pauli (lege
numita asa in cinstea descoperitorului, un fizician austriac Wolfgang Pauli, 1900 - 1958),
acelasi atom (sau oricare alt sistem cuantic) nu poate contine doi electroni care au acelasi
set de patru numere cuantice n, 1, m; si m. Cu alte cuvinte, doi electroni nu se pot afla
simultan 1n aceeasi stare.

S-a demonstrat in sectiunea 5.1 ca n® stari diferite prin valorile lui 1 §i m;, corespund
unui anumit n. Numarul cuantic mg poate lua doud valori: £ 1/2. Prin urmare, nu mai mult
de 2 n* electroni pot fi in stiri cu o0 anumiti valoare n intr-un atom:

Numaérul cuanticn ............. 1 2 3 4 5.....
Numarul maxim posibil
de electroni Intr-o stare.......2 8 18 32 50..........
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shell [n| ¢ | m; | m, |Subshen |shem[n| ¢ | m | my | Subshell
K [1 0 0| 1 | Kds) 0| 0 | t4 | Ny(4s)
Ly (2 —1 H
" 0 | L5 1 0 [ t | Ny(dp)
+1 H
L 2 —1 | N )
1 0 t4 L (2p)
g t4 - 7 t
o | W v,
o ol 1 || & 4] 2 4 y 3 (4d)
+2 t
—i t4
1 0 H Mgy (3p)
+1 t —3 tH
M 3 —2 |
—1 tH
=] & 3] 0|t | Nyep
2 | 0| H | My(3d) Ts | B
+2 t
Tabelul 5.2

Setul de electroni care au valori identice ale numarului cuantic n formeaza un strat.
Straturile sunt Tn continuare descompuse in substraturi care diferd prin valoarea
numarului cuantic 1. Tindnd cont de valoarea lui n, straturile au primit simboluri
imprumutate din spectroscopia cu raze X:

Numérul cuanticn .....1 234 56 7....
Simbolul stratului...... KLMNOPQ......

Divizarea starilor posibile ale unui electron dintr-un atom in straturi si substraturi
este prezentatd in tabelul 5.2, 1n care simbolurile Tl au fost folosite in locul
denumirilor/notatiilor care folosesc mg = = 1/2. Substraturile, asa cum este indicat 1n
tabel, pot fi notate Tn doua moduri (de exemplu L; sau 2s).

Un substrat completat in totalitate, este caracterizat de egalitatea cu zero a
momentelor unghiulare totale de spin si orbitale (L = 0, S = 0). In plus, momentul
unghiular al unui astfel de substrat este egal cu 0 (J = 0). S& ne convingem pentru
exemplificare, cd acest aspect este adevarat pentru substratul 3d. Spinul tuturor celor 10
electroni din acest substrat se compenseaza unul cu celalalt in perechi, si prin urmare S
= (. Numarul cuantic al proiectiei momentului unghiular orbital rezultant My, al acestui
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substrat pe axa z are o singurd valoare my = Xm; = 0. Prin urmare, L este de asemenea
zero, L = 0.

Astfel, cand determinam L si S ale unui atom, nu trebuie acordata atentie
substraturilor completate.

5.10 Sistemul periodic de elemente al lui Mendeleev.

Principiul lui Pauli ofera o explicatie a repetdrii periodice a proprietatilor unor
atomi. S& vedem cum este construit sistemul periodic al elementelor descoperit de
chimistul rus Dmitri Mendeleev (1834 - 1907). Trebuie sd Incepem cu atomul de
hidrogen care are 1 electron. Fiecare atom care urmeaza, este obtinut prin cresterea
sarcinii nucleului atomului precedent cu o unitate si addugarea unui electron, pe care-1
vom plasa in starea cu cea mai micd energie accesibild pentru el, in conformitate cu
principiul lui Pauli.

Atomul de hidrogen are un electron 1-s in starea de baza cu o orientare arbitrard a
spinului sdu. Numerele cuantice ale atomului au valorile L = 0, S = 1/2, J =1/2. Prin
urmare, termenul fundamental al atomului de hidrogen, are forma S .

Daca crestem sarcina nucleului atomului de hidrogen, cu o unitate si adaugadm un
alt electron, obtinem atomul de heliu. Ambii electroni din acest atom pot fi in stratul K,
dar cu o orientare antiparaleld a spinului lor. Asa numita configuratie electronica a
atomului, poate fi scrisd ca 1s” (doi electroni 1s). Termenul fundamental va fi 'S, (L
=0,S=0,J=0).

Umplerea stratului K se termina la atomul de heliu. Al treilea electron al atomului
de litiu poate ocupa doar nivelul 2s (fig. 5.19). Se obtine configuratia electronici 1s*2s.
Starea de baza este caracterizati de L =0, S = 1/2, J = 1/2. De aceea, °Sy, va fi termenul
fundamental, ca si la atomul de hidrogen. Al treilea electron al atomului de litiu, ocupand
un nivel energetic mai ridicat decat al celorlalti doi electroni, este legat de nucleul
atomului mai slab decat acestia. Prin urmare, determind proprietatile optice si chimice ale
atomului.
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La al patrulea element, beriliul, substratul 2s este umplut in totalitate. La
urmatoarele 6 elemente (B, C, N, O, F si Ne), substratul 2p este umplut cu electroni. Prin
urmare, atomul de neon, are straturile in totalitate umplute, K cu doi electroni si L cu 8
electroni, formdnd un sistem stabil, ca acela al heliului. Asta explica proprietatile
specifice ale gazelor inerte (nobile).

Procesul de completare a straturilor electronice al primelor 36 de elemente ale
sistemului periodic, este prezentat in tabelul 5.3. Al 11-lea element, sodiul, in plus fata
de straturile K si L umplute, are un electron in substratul 3s. Configuratia electronica are
forma 1522522p63s. Aici, °S)» este termenul fundamental. Electronul 3s este legat de
nucleu cu o fortd mai slaba decat a tuturor celorlalti electroni si reprezintd valenta sau
electronul optic. In aceastd conexiune, proprietitile optice si chimice ale sodiului sunt
similare cu acelea ale litiului. Starea de baza a electronului optic, din atomul de sodiu este
caracterizatd de valoarea n = 3. Acesta este exact aspectul care explica circumstanta in
care 1n diagrama nivelelor atomice ale sodiului (fig 5.6) nivelul de baza este indicat de
numarul 3. Trebuie sd notdm ca atomul de cesiu are urmatoarea configuratie electronica a
starii de baza:

1s*25%2p°3s?3p°3d ' %4s*4p®4d' 557 5p°6s

Prin urmare, electronul sau optic in starea de baza are n = 6. Astfel, nivelele din
fig. 5.7 sunt marcate corespunzator.

La elementele care urmeaza dupa sodiu, substraturile 3s si 3p sunt populate /
umplute normal. Substratul 3d si configuratia sa generald asociatd se afld pe o energie
mai ridicatad decat substratul 4s, din punct de vedere energetic. Din acest punct de vedere,
este posibil ca in ciuda faptului cd umplerea stratului M nu este completatd 1n intregime,
sa inceapa umplerea stratului N. Substratul 4p este deja mai ridicat decat 3d, astfel incat,
dupa 4s se umple substratul 3d.
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K r M N Fund amental
Element term
iz 25 2p 2a ap ad 1] ip
1H 1 — —_ — — . _ . 331 J.-:
2He 2 -— —_ o —- -— - - L&
3Li 2 1 | = | = | = | =|—-1- 'Sy
4Be 2 2 — | — | = — — | — 15,
5B 2 2 1 — - - — - s
iC 2 2 2| - | - | = | = - Py
N 2 2 3| — | = | - — | - A8ar2
80 2 p) 4| — | = | = = | = 2Py
oF 2 | 2 5 | — | - = | = | =
{0Ne 2 2 i — — — — — 15,
11Na ) 8 rl= = = | — 254 /a
12Mg 2 8 2 - — | = -— 15
13A1 2 8 2 1| - | — | — Py
14si 2 8 2 2 — | = — APy |
{5P 2 8 2 3| — — - 50
165 2 8 2 & - e — p, .
17C1 2 A 2 5 | — | — — Py
18AT 2 8 2 6 | — | — | — 180
19K 2 8 8 = | P =] M
29Ca 2 8 8 — 2 — 15,
21Se 2 8 8 1 2 — *Dye
2971 2 8 8 2 2 - i,
23V 2 8 8 3 2 — Fg
24Cr 2 8 8 5 i — Sy
25Mn 2 8 8 5 2 - “85 0
26Fe 2 8 8 6 2 — 50,
27Co 2 8 8 7 2 — “Fos
28Ni 2 8 8 8 2 — ap,
209Cn 2 8 8 110 1 — £y i.flz
30Zn 2 8 8 10 2 - 15,
3{Ga 2 8 8 10 2 1 P
32Ge 2 8 8 10 2 2 ip,
33As 2 8 8 10 2 3 Sass
345e 2 8 8 10 2 4 .
"35Br 2 8 8 10 2 5 Py
36KT 2 8 8 10 2 6 15,
Tabelul 5.3

Nivelele electronice ale tuturor atomilor sunt construite cu abateri similare de la
secventa normald care se repetd din cand 1n cand. Configuratii electronice similare (de
exemplu 1s, 2s, si 3s) se repetd periodic peste substraturilor umplute complet. Acest
aspect justifica repetarea periodica a proprietatilor optice si chimice ale atomilor.
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La stabilirea termenilor posibili pentru o anumitd configuratie electronica, trebuie
sa tinem cont de faptul ca principiul lui Pauli nu permite toate combinatiile posibile ale
valorilor lui L si S care rezultd din configuratie. De exemplu, pentru configuratia np” (doi
electroni cu numarul cuantic principal n si I = 1), valorile posibile ale lui L sunt 0, 1, 2, in
timp ce S poate avea valorile O si 1. Prin urmare, sunt posibili urmatorii termeni:

IS, 'p, D, s, °P, °D (5.59)

Pe de alta parte, in conformitate cu principiul lui Pauli, sunt posibili doar termenii
pentru care valorile a cel putin unul dintre numerele cuantice m; si ms pentru electroni
echivalenti (adici electroni cu acelasi n si I) nu coincid. Termenul °D, de exemplu, nu
satisface aceste cerinte. Intr-adevir, L = 2 semnificd ci momentele unghiulare orbitale ale
electronilor sunt ,paralele”, si In consecintd, valorile lui m; pentru acesti electroni vor
coincide. Similar, S = 1 semnifica ca spinul electronilor este de asemenea ,,paralel” si
astfel, si valorile lui my coincid. Prin urmare, toate cele patru numere cuantice (n, 1, my si
m;) sunt identice pentru ambii electroni, aspect care contrazice principiul lui Pauli. Astfel,
termenul *D intr-un sistem cu doi electroni echivalenti nu poate fi realizat.

mI . :
My Ty | Mg = ::. Mg
+1 0 =1
‘.L ﬂ—'_’ ﬂ .F’t
4 ' +1 —+1 B
. | +1 0 A
| " +-1 0 B
l | 19 —1 B
n 1’ 1] —I—'i H
& L i 1] ﬁ
¢ 0 0 B
t 'r } 0 —1 B
t 0 0 C
1 T —1 +1 B
$ ! —1 () A
! : —1 0 B
} } —1 —1 B
! —2 0 |A
i |
Tabelul 5.4

Pentru stabilirea termenilor electronilor echivalenti care sunt permisi de principiul
lui Pauli, se foloseste urmatoarea procedura: valorile lui m, sunt indicate prin sageti (o
sageata Indreptata in sus semnificd my= +1/2, si o sageata Indreptatd in jos semnifica ms=
-1/2) in coloanele unui tabel care are drept cap de tabel valorile Iui m; pentru un electron
luat in mod individual (vz. tabelul 5.4, creat pentru doi electroni p, echivalenti). Tabelul
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contine toate combinatiile valorilor m; §i mg pentru ambii electroni permisi de principiul
lui Pauli. Atunci cand ambele sdgeti intrd intr-o coloana (fapt care semnifica cd my este
acelasi pentru ambii electroni), ele sunt opuse in mod direct (m; trebuie sa fie diferit). In
urmatoarele doua coloane ale tabelului, am introdus valorile numerelor cuantice my. $i mg
egale cu suma algebricd a numerelor m; §i ms, asociatd unei combinatii date. Setul de
valori permise ale lui my, §i ms ne permite sa stabilim combinatiile permise ale valorilor
lui L si S. Un set de acest gen, marcat prin litera A 1n ultima coloana a tabelului,
corespunde combinatiei L = 2, S = 0, adica termenului 'D; al doilea set, marcat cu litera
B, corespunde valorilor L = 1, S = 1, adica termenului 3p, si, la sfarsit, setul marcat cu
litera C corespunde la L = 0 si S = 0, adica termenului 'S. Astfel, din 6 termeni formali
posibil, indicati in expresia (5.59), doar trei nu contrazic principiul lui Pauli, si anume, s,
3P, lD, in care termenul P fiind un triplet - se despica in componentele 3P2, 3P1, si 3P,.
Acum, se pune intrebarea, care dintre termenii:

'So, °P2, Py, Py, 'Dy  (5.60)

corespunde starii de baza, adicd stdrii cu cea mai micd energie. Raspunsul la aceasta
intrebare este dat de doua legi empirice ale lui Hund:

1. Dintre termenii care apartin unei anumite configuratii electronice, termenul cu cea
mai mare posibil valoare a lui S si cu cea mai mare posibil valoare a lui L la acest
S, va avea cea mai redusa energie.

2. Multipletele formate de catre electronii echivalenti sunt normale (asta semnifica
ca energia starii creste cu cresterea lui J) dacd nu mai mult de o jumatate din
substrat este umpluta, si sunt inversate (energia se diminueaza cu cresterea lui J)
daca mai mult de jumatate din substrat este umpluta.

Din a doua regula a lui Hund, rezulta cd atunci cand nu mai mult de jumatate din strat
este umplutd, componenta multipletului cu J = IL — Sl are cea mai redusa energie, altfel,
componenta cu J =L + S are o astfel de energie.

In conformitate cu prima reguld a Iui Hund, unul dintre termenii P dintre aceia dati in
(5.60) trebuie sa aiba cea mai redusa energie (S este cel mai mare dintre acesti termeni).
Cu configuratia np’, substratul p este umplut la doar o treime din capacitate, adici mai
putin de jumatate. Prin urmare, conform celei de-a doua reguli a lui Hund, termenul cu
cea mai redusa valoare a lui J, adica termenul Py are cea mai redusa energie. Este exact
acest termen care este cel fundamental pentru configuratia np” (vz. 6C, 14Si si 32Ge in
tabelul 5.3).

5.11 Spectrele de raze X
Deja am consemnat 1n sectiunea 2.1 ca existd doua tipuri de radiatii de raze X,
radiatia de franare si radiatia caracteristica. Daca energiile electronilor care bombardeaza

anticatodul nu sunt prea mari, doar radiatia de franare este observata, care are un spectru
continuu i nu depinde de materialul din care e realizat anticatodul. Atunci cand energia
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electronului de bombardament devine suficient de mare pentru a scoate electroni din
straturile interioare ale unui atom, linii ascutite ale radiatiei caracteristice Incep sa apara
in fundalul dat de radiatia de franare. Frecventele acestor linii depind de natura substantei
din care e realizat anticatodul (acesta fiind si motivul pentru care radiatia se numeste

caracteristica).

Spectrele de raze X sunt remarcabile pentru cd sunt caracterizate de o anumita
simplitate. Ele sunt compuse din cateva serii, notate prin literele K, L, M, N si O. Fiecare
serie contine un numar mic de linii desemnate in ordinea crescatoare a frecventelor prin
litere subscrise o, B, 7V, ........(Ka, Kg, Ky, ....; La, Lg, Lys....., etc.). Spectrele diferitelor
elemente au o natura similard. La cresterea numarului atomic Z, intregul spectru de raze
X doar se deplaseaza spre lungimi de unda mai mici, fard a-si schimba structura (fig.
5.20). Explicatia este datd de faptul ca spectrele de raze X sunt produse de tranzitiile
electronilor din straturile interioare ale atomilor iar aceste parti au o structurd similara. O
diagrama care prezintd cum spectrele de raze X sunt produse, este datd in figura 5.21.
Excitarea atomului constd in Indepartarea unuia dintre electronii din interior. Daca unul
dintre cei doi electroni ai unui strat K este eliminat, atunci pozitia eliberata poate fi
ocupata de un electron din straturile exterioare (L, M, N, etc). Aici, se produce o serie K.
Alte serii apar Intr-o maniera similara. Seriile K sunt urmate mereu de alte serii pentru c4,
atunci cand liniile sale sunt emise, se elibereaza nivele in straturile L, M, etc., care la
randul lor, vor fi umplute de electroni din straturile superioare.

£F=0 2]
” 13
37 As J P b
M I E
F4 Se Fﬁ; M-series, ',g
(4 Ay S
N
ﬂ 35 Br 7 { | &

57Rb L-series Z

| % S

J8 Sr ‘ #s S

i )

47 Nb e L;S

45 Rh
z f-series
Figura 5.13 ' Figura 5.14

Fizicianul englez Henry Moseley (1887-1915) a stabilit in 1913 o lege care leaga
frecventele liniilor din spectrul de raze X cu numdrul atomic Z al elementului care le

emite. In conformitate cu aceasti lege, frecventele liniei K¢ pot fi reprezentate de formula
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ox, =R (Z—=1)* (=)

(R este constanta Rydberg), a liniei K prin formula
(1 1
= — 2’ —— e S—
WKB—H(Z 1) (13 33 )
a liniei L, prin formula

o1, =R (Z—1.57 (5 —37)

si asa mai departe. Toate aceste formule au forma

0=R(Z—0)* (5r—7)

Legea Iui Moseley este de regula exprimata prin formula

Vo=C(Z-—o)

(C si o sunt constante) si are urmatorul enunt: radacina patratd a frecventei este o functie
liniard cu numarul atomic Z.

2
(raass)”

&-70%

Figura 5.15
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Figura 5.15 prezinti grafic (0)" fata de Z, grafic care este obtinut pe cale experimentala
pentru liniile K¢ si Ly Aceste grafice permit observarea preciziei cu care legea Mosely
este urmatd. O examinare atentd va dovedi ca graficul pentru linia Ky nu este in totalitate
liniar.

Legea lui Moseley face posibil sa stabilim exact numarul atomic al unui element
dat, din masurarea lungimii de unda a liniei de raze X. Aceastd lege a avut un rol
important in aranjarea elementelor in tabelul periodic.

Moseley a dat o explicatie teoretica simpla pentru legea pe care a descoperit-o. El
a notat ca liniile cu frecventa determinata de formula (5.61) coincid cu liniile emise 1n
urma tranzitiei unui electron in cAmpul de sarcind (Z - 6)e de la nivelul notat cu n; la cel
notat cu n;. Este usor de inteles semnificatia constantei G: electronii care efectueaza
tranzitii la emisia de raze X sunt sub actiunea nucleului a carui atractie este slabita intr-o
oarecare masura de actiunea altor electroni din jurul sau. Este exact acest asa numit efect
de ecranare sau actiune de protejare, care este exprimatd din nevoia de a substrage o
anumita cantitate ¢, numita constanta de ecranare, de Z.

Trebuie sd notdm ca ecuatia (5.61) este bazatd pe presupunerea ca G-constanta de
ecranare are aceeasi valoare pentru ambii termeni. In realitate, ecranarea de exemplu,
pentru termenul K va fi mai slaba decat pentru termenul L, pentru ca un electron in stratul
L este ecranat de ambii electroni din stratul K. In plus, ceilalti electroni ai stratului L
joacd un anumit rol in ecranare, in vreme ce un electron al stratului K este ecranat doar de
celalalt electron al stratului K. Formula (5.61) se poate scrie mai strict sub forma:

o R{ (Z—oy)? {Z-—Ua}i}

ng n%

5.61

5.12  Efectul Zeeman

Prin efect Zeeman se intelege despicarea nivelelor de energie Tn urma actiunii
unui camp magnetic asupra atomului. Despicarea nivelelor are ca urmare despicarea
liniilor spectrale In componente. Aceasta despicare a fost descoperitd in 1896 de
fizicianul olandez Pieter Zeeman.

O explicatie cantitativa a acestui efect a fost data de Lorentz pe baza teoriei

electronice, insa o explicatie riguroasd este datd cu ajutorul mecanicii cuantice.
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Vom considera cazul simplu (sau normal) al efectului Zeeman cind avem de-am
face cu o despicare 1n trei linii.

Experimentul arata ca daca o sursa de atomi (singlet) care emite un spectru de
linii se introduce intr-un cAmp magnetic (Intre polii unui magnet) are loc o despicare a
liniilor spectrale Tn mai multe componente ce au frecventele situate simetric fata de
frecventa initiald. In cazul simplu la observarea dupi o directie perpendiculara pe directia
campului magnetic (efect transversal) se constata ca linia initiala se despica 1n trei
componente. Componenta T are aceeasi fecventa ey ca si linia initiala si este polarizata
liniar intr-un plan care cuprinde vectorul B al cAmpului magnetic, in timp ce
componentele ¢ sunt deplasate fata de frecventa initiald cu cantitatea £ A@ proportionala
cu B si sunt polarizate intr-un plan perpendicular pe B . Daca observatia se face pe
directia cAmpului (efect longitudinal), componenta T nu apare, iar componentele G sunt
polarizate circular. Efectul simplu apare numai pentru liniile care provin din tranzitiile de

singlet (S (numarul cuantic de spin)=0)

nm

+1

IP1

ha,

w,-Aw 0, 0,+Aw

fara camp cu camp

Fig. 5.15 Despicarea nivelului 'P; (singlet) ca urmare a aplicarii unui

camp magnetic de inductie B.
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Efectul de mai sus a fost observat cand liniile initiale nu au o structura find (singleti).
Pentru liniile ce au o structura find numarul de componente este mai mare, iar efectul se

numeste efect Zeeman complex sau anormal.
In cazul liniei 5896 A (ZP1 =S, ,2) din dubletul sodiului situatia este cea din

figura 5.17:

5896 A

(2[)1/2 %2S1/2 )

Fig. 5. 17 Despicarea nivelului excitat al atomului *P,, (dublet) aflat intr-un camp

magnetic.

Dam 1n continuare explicatia fenomenului Zeeman in cazul cdmpurilor slabe,
cand se admite ca intre momentul orbital rezultant I si momentul de spin rezultant se
mentine un cuplaj normal, prezenta campului magnetic fiind tratata ca o perturbatie mica.

Din punct de vedere clasic unui sistem cu moment magnetic JM aflat intr-un
cAmp magnetic B se exercitd un cuplu C = M xB. Energia de interactiune este deci:
w :'[MBsinGdQ =-MBcos@ + const =-M _B + const

(am considerat B,= B,=0, B.=B).

Operatorul cuantic al energiei perturbatoare va fi:

A

W=—pB
M =—gl,.m
Din {1 BT A8 deci
| . =m h I .| &
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0 Hg 51
W=+gL£.B|.

Daci se noteazi cu H, hamiltonianul sistemului neperturbat, dupa aplicarea
campului magnetic vom avea:
H=H,+W,
iar ecuatia Schrodinger atemporala se va scrie:
HY = H W+ W¥ =W¥ . (A)
In absenta perturbatiei: H o+ W (B)

W fiind valorile proprii ale lui A 0

Deoarece |¥ =m#hY urmeaza ca:

W =+ B2 B, g, BY =, g B ©)
m

Introducand (B) si (C) in (A) rezulta

W =W, +m, gﬂB.
2m

Numarul cuantic magnetic este supus regulii Am; =0, +1.

Efectul Pachen-Back (1921). In cAmpuri magnetica foarte intense avem o rupere a

cuplajului L, S, iar efectul Zeeman complex se transforma intr-un efect Zeeman simplu.

Efectul Stark. Se refera la despicarea liniilor in camp electric.

Teoria benzilor de energie in cristale

Electronii de valenta intr-un cristal nu au o migcare in intregime liberd — campul
periodic al retelei actionind asupra lor. Ca rezultat spectrul valorilor posibile ale energiei
se rupe Intr-un numar de benzi permise si interzise.

Vom prezenta 1n continuare modelul benzilor de energie bazat pe anumite
simplificari.

Variatia periodica a potentialului electronului in cristal este prezentata in figura 1.

al
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Figura 1

Se observa ca electronul se misca In campul periodic al retelei cristaline,
satisfacand lipsa de electroni a ionilor pe langa care trece fard a fi legat. Un astfel de
electron se numeste cuasiliber. Campul electric al retelei poate fi prezentat sub forma

V =V(x+na)

Pentru electronii sificient de puternic legati de atomi energia potentiala va fi scrisa
sub forma:

V=V +oV
unde V,, este energia electronilor in atomii izolati. Intr-un cristal V, este o functie
periodica cu o perioada egald cu parametrul retelei, deoarece exista o recurenta in
valoarea energiei cdand electronul se misca de la un atom la altul.
oV reprezintd o corectie care se face avand in vedere efectele atomilor aldturati pe
energia electronilor.

Daca se neglijeaza corectia 0V , aceasta fiind aproximatia de ordin zero, se poate
considera cd descrierea starii electronului se realizeazd prin ¥ =¥, iar energia este

W=WI(n,l) ceea ce corespunde cazului unui electron apartinand unui atom izolat. n si [
sunt numerele cuantice principal si orbital, care determind energia electronului n atom.

Diferenta intre un cristal si un atom izolat este cd intr-un atom izolat un nivel de
energie specificat W(n,[) este unic, dar intr-un cristal alcatuit din N atomi sunt N astfel de
nivele. Cu alte cuvinte fiecare nivel de energie Intr-un atom izolat este de N ori degenerat
intr-un cristal. O astfel de degenerescenta se numeste transpozitionala.

Vom estima corectia ¢V in energia potentiald. Dacad atomii izolati sunt pusi
impreund sa formeze reteaua, fiecare atom sufera campul vecinilor cu care
interactioneaza. Astfel de interactii duc la degenerescenta transpozitionald Fiecare nivel
nedegenerat se despica n N subnivele formand o banda de energie.

Pentru a stabili distributia energiei electronilor dintr-un cristal tratam cazul cel
mai simplu al unei retele unidimensionale — modelul Kronig-Penney.

Modelul se refera la un electron ce se misca Intr-o succesiune de gropi de
potential de adancime Vj si de latime ¢ despartite prin pereti de grosime b. Fiecarui ion
din retea 1i corespuinde o astfel de groapa, incat a este chir constanta retelei.

A

Fig.2

yy
A

Starea unui electron cu energia W mai mica decat Tnaltimea barierei situat in
campul retelei, Tn aproximatia de ordin zero, este descrisa de ecuatia Schrodinger:
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2
d‘P+%gmh4OT:O
h

dx®
Pentru regiunea I  O<x<c, V=0 deci
W, (x) = Ae™™ + Be ™" )
unde k, = 2m_2W
h
iar pentru regiunea a II-a —-b<x<0 V=V,
W, (x) = Ce"™* + De ™" 3)

2m(V, —W)
T

Fizicianul american Felix Bloch a aratat ca solutia ecuatiei Schrédinger cu cazul
unui potential periodic are forma:

Y, =u, (r)exp(ikr)
unde u;( r) este o functie ce are periodicitatea potentialului, adica a retelei.

Este necesar, asadar ca solutiile determinate de (2) si (3) sa fie functii de tip
Bloch, adica

W (x) =u, (x)e™ si P, (x) =u,(x)e™

Se obtine:

u, (x) — Aei(kl—k)x + Be—i(kl+k)x

i, (x) — Ce(kz—ik)x + De—(k2+ik)x

Coeficientii A, B, C, D se determina din conditia de continuitate a functiei u(x) si
aprimei derivate a ei In punctele unde potentialul se schimba brusc, precum si din
conditia de periodicitate.

Din continuitatea lui u(x) la x=0 se obtine
A+B=C+D,

) ) . . du
iar din continuitatea lui d_ :
X

Ai(k, —k)— Bi(k, + k)= C(k, —ik)— D(k, + ik)

Din periodicitate:
pentru u(x)
Ae(—ik+ik|)c + Be(—ik—ikl)c — Ce(—ik+k2)(—b) + De(—ik—k2 )(=b)
du(x)
dx
Al=ik +ik, Je! ") 1 B(— ik — ik, e =
10
Pentru ca sistemul sa fie compatibil este necesar ca determinantul sa fie nul. Se
obtine:
k-
2k k,

pentru

sinh k,b)sin k,c + cosh k,bcosk,c = cos(c +b)k

70



Problema se simplifica daca se considera grosimile barierelor de potential tinzand
la zero, iar inaltimile tinzand la infinit, Tncat bV, sa ramana constant (cand » — 0,
Vy, =)

k, >>k,

Vo >W

kyb —kob
2 e

sinh k,b _e e
2

Ecuatia devine:

1 (m(Vob)
k\ n’

1/2
J sin k,c + cosk,c = coskc “4)

Ecuatia (4) este de forma

F(k,c) =coskc (®))
fiind o ecuatie transcendenti ce leagd marimean k; (proportionald cu W'?) de vectorul de
unda k. Solutiile ecuatiei (5) permit construirea functiilor Bloch ce descriu starea reala a
electronilor.

le

v

Fig. 3

Se obtin benzi permise de energie separate prin benzi interzise, avand in vedere ca functia
cos kic nu poate lua valori decat intre —1 si 1. Se vede cd pe masura ce k;
( deci W) creste largimea benzilor interzise scade si cea a celor permise creste.

Cu cat produsul cbV, este mai mic cu atat curba F(kic) este mai bine cuprinsa in
intervalul (-1, 1) deci latimea gbenzilor permise este ami mare.

Daca c¢bVj este mare benzile interzise sunt mult mai mari, iar in locul benzilor
permise se obtin stari (avand in vedere ca F taie perpendicular dreptele duse la —1 si +1).
Avem astfel situatia unei particule intr-o groapa cu pereti infiniti.

Zona Brillouin

In aproximatia electronilor liberi, dependenta de energie a electronilor de numirul

272
< < g . k
de unda este reprezentata in figura 4 este data de relatia: (W = 5 J
m
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Wk A

Fig. 4 Dependenta energiei electronului liber de numarul de unda

Valorile energiei formeaza o secventa cuasicontinua. Graficul W(k) consta din puncte
discrete. Aceste puncte sunt insa atat de dense incat vizual ele alcatuiesc o curba
continua.

Cand campul este periodic dependenta lui W de k are forma din figura 5

AW

v

V2 w
-— 0 — k
a a
prima prima zona a doua
zona Billouin zond

Fig. 5 Dependenta energiei electromului de numarul de unda k in cazul primelor doua
zone Brillouin

Se vede ca exista benzi in care energia se schimba cuasicontinuu (benzi permise) ce
alterneaza cu benzi interzise.

Fiecare banda consta din nivele discrete apropiate al caror numar este egal cu
numarul atomilor in cristal.

Regiunea din spatiul k in care energia electronului se schimba cuasicontinuu se
numeste zona Billouin. In figura de mai sus sunt prezentate zonele pentru un cristal
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unidimensional. S-a vazut deci cd spectrul valorilor posibile ale energiei electronilor de
valenta itr-un cristal este Tmpartit intr-un numar de benzi permise si interzise. Largimea
benzilor nu depinde de dimensiunile cristalului. Insa numarul de atomi intr-un cristal
determind numarul nivelelor dintr-o banda. Largimea benzilor permise are valoarea de
ordinul a zeci de eV. Daci un cristal are 10* atomi, atunci distanta intre nivele aliturate
banda este in jur de 107 eV.

Pe fiecare nivel se pot afla doi electroni cu spin opus.

Existenta benzilor de energie face posibild explicarea existentei metalelor,
semiconductorilor si dielectricilor.

W, AW
AW

v :Wc

Metal Semiconductor Dielectric

Banda formata din nivele pe care electronii sunt in starea de baza este banda de
valenta. La zero absolut electronii de valenta umplu nivelele cele mai de jos in perechi.

Benzile mai inalte sunt fard electroni.

In cazul metalului electronii umplu banda de valenti partial. Cu energii suficient
de mici (10 — 10**eV) ei se vor transfera pe nivele mai ridicate.

Energia de miscare termici este de 10 eV la 1K. Deci la temperaturi apropiate de
zero absolut electronielectric in directie opusa acestui camp.i setransfera pe nivele
superioare. Energia aditionald datoratd actiunii unui camp electric asupra electronului
este suficientd pentru a transfera electronii pe nivele superioare. In consecinta electronii
sunt accelerati de un camp

Banda de valenta la un metal se numeste si banda de conductie.

Presupunem aplicat un camp € cristalului. Campul actioneaza asupra electronului
cu F=¢g€& care duce la o schimbare a vitezei. Deoarece acceleratia sau franarea produc o

schimbare a energiei electronului, aceasta este echivalenta cu tranzitia electronului de la o

stare la alta stare energetica.
In cazurile b si c nivelele benzii de valenta sunt pline cu electroni. Pentru a creste

energia electronului este necesar sa se dea o importanta cantitate de energie mai mare

decéat energia benzii interzise.
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In aceste conditii proprietitile elctrice ale cristalelor sunt determinate de latimea
benzii interzise AW.

Dielectricii includ solide cu benzi interzise mari. Pentru dielectric W>3
eV.
Pentru diamant W,=5,2 eV.

Semiconductorii au benzi relativ inguste W, <I eV.
Pentru germaniu W,=0,66 eV
Pentru siliciu W,=1,08 eV

Dinamica electronilor in reteaua cristalina. Masa efectiva

Numarul de unda & este legat de impulsul unui electron prin ecuatia p =ik .

Daca se substituie k in relatia de incertitudine ApAx~# se obtine

AkAx~1
Se vede ca daca vectorul k este determinat, pozitia electronului in cristal va fi complet
nedeterminatd. Dinamica electronului se refera la viteza si acceleratia sa. Dar pentru

avorbi de viteza electronul trebuie localizat, cel putin aproximativ in spatiu.

1
Presupnem Ak diferit de zero. Electronul va fi deci localizat in regiunea AX~E .

In concordanti cu principiul superpozitiei functia de undi a unui electron poate
fireprezentatd ca o suprapunere de unde plane de forma e’ avand valorile lui k cuprinse
in intervalul Ak. Daca Ak nu este mare, superpozitia undelor plane formeaza un pachet de
undd. Maximul amplitudinii rezultante se deplaseaza cu viteza:

Ver = fl_z (1)

Cum localizarea cea mai probabila a unui elctron coincide cu centrul pachetului de unda,

rezultd ca viteza de grup este viteza unui electron in cristal. Tindnd seama de relatia

W =ha , si substituindn o in (1) se obtine
_1aw

_ 2
Yo Tk )
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Urmarim comportarea unui electron aflat sub acfiunea unui camp electric extern £
impus de cristal. Asupra electronului se va exercita o fortda F = gE . In timpul df aceasta

forta va efectua lucrul da = Fv,, dt . Introducand expresia lui v, din (2) se obtine:

F
da = Fdw dt 3)
h dk
Acest lucru produce o crestere a energiei electronului in cristal: do=dw .

Tinand seama ca dW = [‘;—v:)dk si introducand 1n (3) rezulta:

W e _Faw
dk h dk

de unde rezulta
dk F
o“r_ L 4
dt h @

Acceleratia electronului in cristal se obtine diferentiind in timp (2)

dVgr_li(dWJ_lde dk
dt hdt\ dk

T hodk’ dt
Inlocuind (4) rezulta:

dv,, 1d°W F

dt  hodk® h

Formula se mai scrie:

KR |dv,,
=l e ®)
e

Comparand (5) cu legea a doua a lui Newton:

se obtine:
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h2
= 6
FET (6)

dv?

Cantitatea data de relatia (6) joaca formal rolul masei fata de forta F=e€ . De
aceea ea este numita masa efectiva a electronului in cristal. Masa efectiva m* poate diferi
de masa actuald a unui electron, in particular ea poate lua si valori negative.

Valoarea lui m* determind natura miscarii unui electron sub actiunea unui camp
extern al retelei.

Cunoscand masa m* a unui electron se poate studia comportarea sa sub actiunea
unei forte eE considerand electronul liber.

Urmeaza ca relatiile ob{inute pentru cazul aproximatiei electronillor liberi sunt
mentinute pentru electronii ce se misca intr-un camp periodic, daca se inlocuieste masa
adevarata cu masa efectiva.

In particular, pentru un ciAmp periodic se scrie

h 2

2m*

W = k2.

Dupa o dubla diferentiere cu privire la k se obtine:

oW

dk*  m*

ceea ce concorda cu definitia lui m*.
Sad vedem cum depinde masa efectiva de “localizarea” electronului 1n interval de
benzi cu energie permisa.

W A

_

v

NI

76



In apropierea fundului benzii (punctul A) curba difera putin de curba electronilor

‘W
=0, deci m* devine infinit.

liberi deci m* ~ m . In punctul de inflexiune B: FrEa

Aceasta inseamna cd un camp eelectric extern nu exercita actiune pe miscarea unui

electron intr-un cAmp extern cu energia Ws. In apropierea varfului benzii (punctul C)

d*w
dk?

) dw ) o . .
< 0 (cantitatea —— scade cu cresterea lui k). Masa efectiva este deci negativa.

o acceleratie opusa in directie fortei externe eE.

Aceasta inseamna ca sub actiunea fortelor e€ si F,ny un electron cu energia We primeste
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